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摘要:讨论对角占优矩阵与 H-阵和M-阵之间的关系 ,得出对角占优矩阵是 H-阵(或 M-阵)的充分必要条件 , 并

给出 H- 阵(或 M-阵)的判定算法.
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Abstract:The relationship between diagonally dominant matrices and H-matrices(or M-matrices)is stud-

ied , and several sufficient and necessary conditions of diagonally dominant matrices being H-matrices(or M-

matrices)is presented.Furthermore , the determining algorithm of H-matrices(or M-matrices)is presented.
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　　19世纪末 ,人们在研究行列式的性质和值的计

算时 ,就注意到“对角占优”这一性质.严格对角占优

矩阵和不可约对角占优矩阵的性质及其应用 ,早为人

们所知.20世纪 60年代以来又陆续提出了具非零元

素链对角占优矩阵 、半强对角占优矩阵等一系列概

念.游兆永
[ 1]
指出:严格对角占优矩阵 、不可约对角占

优矩阵和非零元素链对角占优矩阵(或者半强对角占

优矩阵)等几类特殊对角占优矩阵都是 H-阵 ,并且当

其主对角元为正 、非主对角元非正时为 M-阵.但是 ,

对于一般的对角占优矩阵何时为 H-阵以及何时为

M-阵 , 仍未见报道.因此 ,本文对此作进一步的系统

研究.

1　定义与符号

　　用 C
n×n 表示n阶复矩阵的集合 ,设 A =(aij)∈

C
n×n ,记

　　K = i||a ii|= ∑
n

j=1 , j≠i
|a ij|, i ∈ n , N ={1 ,

2 , … , n}, Ψ=N -K ,

|K|表示K中元素的个数;AT表示A的转置矩阵;★

表示空集.

　　定义 1.1　设 A =(aij)∈ C
n×n
,如果

　　|aii|≥ ∑
n

j=1 , j≠i

|a ij|, i =1 ,2 , … , n , (1.1)

成立 ,则称 A为行对角占优矩阵;如果

　　|aii|= ∑
n

j=1 , j≠i

|a ij|, i =1 ,2 , … , n ,

成立 ,则称 A为行对角均势矩阵;如果

　　|aii|> ∑
n

j=1 , j≠i

|a ij|, i =1 ,2 , … , n ,

成立 ,则称 A为行严格对角占优矩阵.

　　同理 ,可以定义列对角占优矩阵 、列对角均势矩

阵和列严格对角占优矩阵.但在本文中 ,对角占优矩

阵 、对角均势矩阵和严格对角占优矩阵一般指的是行

对角占优矩阵 、行对角均势矩阵和行严格对角占优矩

阵.

　　定义 1.2　设 A =(a ij)∈ C
n×n
,如果 A的 k 阶

主子矩阵:
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　　A(i 1 , i2 , … , ik)=

a i
1
i
1
… a i

1
i
k

　… 　…

a i
k
i
1
… a i

k
i
k

为对角均势矩阵 ,则称 A(i1 , i 2 , … , ik)为 A的对角均

势主子阵 ,称其行列式det(A(i1 , i 2 , …, i k),为 A的对

角均势主子式.

　　注 1　如果 A为对角占优矩阵 , A(i 1 , i2 , … , ik)

为 A 的对角均势主子阵 ,则有:

　　(1)J  K ,其中 J ={i 1 , i2 , … , ik}(k >1).

　　(2)aij =0 , i ∈ J , j ∈ CNJ ,其中 CNJ 表示集合J

关于全集 N的补集.

　　(3)若A(i 1 , i 2 , …, ik)的阶数 k =|J|=1 ,规定

A(i 1 , i2 , … , ik)为一阶零矩阵.

　　定义1.3　设 A =(aij)∈ C
n×n .当 n =1时 ,若

A的唯一元素不等于 0 ,则称 A为不可约.当 n ≥2

时 ,若存在非空集合 M  N ,M ≠N ,使

　　a ij =0 , i  M , j ∈ M ,

则称 A为可约矩阵 ,否则称 A为不可约矩阵.

　　定义 1.4　设 A =(a ij)∈ C
n×n
满足下列条件:

　　(1)A为对角占优;

　　(2)A不可约;

　　(3)严格不等式|aii|> ∑
n

j=1 , j≠i
|a ij|至少对一个

行标 i ∈ N 成立 ,

则称 A为不可约对角占优矩阵.

　　定义1.5　设A =(aij)∈ R
n×n
的非主对角元为

非正值 , 且其逆矩阵为非负矩阵 ,即

　　a ij ≤0;i , j ∈ N , i ≠ j;A-1 ≥0 ,

则称 A为M-阵.

　　定义 1.6　设 A =(a ij)∈ C
n×n ,如果 A的比较

矩阵 M(A)=(mij)∈ R
n×n 是M-阵 ,则称 A 为H-

阵 ,其中

　　mij =
|a ij|, 　i = j ,

-|a ij|, i ≠j ,
i , j =1 ,2 , …, n .

　　注2　在本文中 ,若没有特别声明 ,所涉及的 H-

阵和 M-阵都是指非奇异的H-阵和M-阵.

　　定义1.7　设 A =(aij)∈ C
n×n的n个特征值为

λ1 , λ2 , … , λn ,称 ρ(A)= max
1≤i≤n

|λi|为 A的谱半径.

2　对角占优矩阵为 H-阵和M-阵的充分必要

条件

　　为了证明方便 ,先引入几个引理.

　　引理2.1[ 1] 　设 A =(a ij)∈ C
n×n为不可约对角

占优矩阵 ,则 A是非奇异的.

　　引理 2.2　设 A =(aij)∈ C
n×n
为对角占优矩

阵 ,如果 A 不存在对角均势主子阵 ,则 A非奇异.

　　证明 　因 A 为对角占优矩阵 ,故有:

　　|aii|≥ ∑
n

j=1 , j≠i

|a ij|, i =1 ,2 , … , n , (2.1)

又因 A中不存在对角均势主子阵 ,所以(2.1)式中至

少有一个严格不等式成立.

　　如果 A是不可约的 ,则 A是不可约对角占优矩

阵.从而由引理 2.1知 A是非奇异的.

　　如果 A 是可约矩阵 ,则存在排列矩阵 P ,使得

　　PAPT =

A11 A12 … A1l

0 A22 … A2l

　… 　… 　…

0 0 … All

,

其中 Ajj 为A的nj阶不可约主子矩阵 , j =1 ,2 , … , l;

∑
l

j=1
nj =n.由题设知 ,对每个 j(1 ≤j ≤l), Ajj都不是

对角均势主子阵且不可约.因而 Ajj是不可约对角占

优矩阵 ,故它是非奇异的 ,即 det Ajj ≠0 ,所以

　　det A =det PAPT =det A11det A22…det All ≠0 ,

即 A 是非奇异的.

　　引理 2.3[ 2] 　设 A =(a ij)∈ C
n×n ,则 ρ(A)≤

ρ(|A|),其中|A|=(|a ij|)≥0为 A的绝对矩阵.

　　引理2.4[ 3] 　设 A =(a ij)∈ C
n×n ,则对 C

n上的

任何一种矩阵范数 ‖· ‖都有 ρ(A)≤‖ A‖ .

　　引理2.5
[ 4]
　设 A =(aij)∈ C

n×n
, a ii ≠0;i =

1 ,2 , … , n ,则 A 为H-阵的充分必要条件是ρ(|B |)

<1 , 其中 B = I -D
-1
A , I 是单位矩阵 ,D =

diag(a11 , a22 , …, ann).

　　引理 2.6　设 A =(aij)∈ C
n×n 为对角占优矩

阵 ,如果 A不存在对角均势主子阵 ,则ρ(B)≤ρ(|B

|)<1 ,其中 B = I -D
-1
A , D =diag(a11 , a22 , … ,

ann), I 是单位矩阵.

　　证明 　如果 A为严格对角占优矩阵 ,则 A是H-

阵[ 1] .由引理2.5知 , ρ(B)≤ρ(|B|)<1.故设 A不

是严格对角占优矩阵 , 即(1.1)式中有等式成立 , 又

因 A 不存在对角均势主子阵 ,则(1.1)式有严格不等

式成立 ,并且 , a ii ≠0 , i =1 ,2 , … , n ,故 D
-1存在.设

B = I -D
-1
A =(bij),则

　　bij =

0 , 　　i = j

-
a ij
a ii
, i ≠ j

　i , j =1 ,2 , …, n , (2.2)

由引理 2.3知 , ρ(B)≤ρ(|B |),故只需证明 ρ(|B

|)<1.从(2.1)和(2.2)式可得
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　　‖|B |‖∞ =max
1≤i≤n ∑

n

j=1 , j≠i

|bij| =

max
1≤i≤n ∑

n

j=1 , j≠i

|aij|
|a ii|

=1 , (2.3)

由引理2.4及(2.3)式知 ρ(|B|)≤‖|B|‖∞ =

1 ,所以只需证 ρ(|B|)≠‖|B |‖∞ =1.

　　假设 ρ(|B|)=‖|B |‖∞ =1 ,因|B |是

非负矩阵 ,由著名的 Perron-Frobenius定理知[ 4] ,1为|

B|的一个特征值 ,即 I -|B|为奇异矩阵.现在考察

矩阵 I -|B|,由 B = I -D
-1
A =(b ij)知 , I -|B |

的绝对矩阵|I -|B||与 D
-1
A的绝对矩阵|D-1A

|相等 ,即:

　　|I -|B||=

1 |b12| … |b1n |

|b21| 1 … |b2n |

　… 　… 　…

|bn1| |bn2| … 1

=

|D
-1
A|.

　　又因 A 对角占优且不存在对角均势主子阵 ,故

D
-1
A也对角占优且不存在对角均势主子阵 ,从而其

绝对矩阵|D-1A|=|I -|B||也对角占优且不存在

对角均势主子阵.因此 , I -|B |对角占优且不存在

对角均势主子阵.由引理 2.2知 , I -|B|非奇异 ,这

与 I -|B|奇异矛盾.此矛盾说明 ρ(|B|)≠‖|B

|‖∞ =1.

　　引理2.7
[ 5]
　设 A =(a ij)∈ C

n×n
为H-阵 ,则至

少存在一个 i ∈ N使得

　　|aii|> ∑
n

j=1 , j≠i

|a ij|.

　　引理2.8　设 A =(a ij)∈ C
n×n 为对角均势矩

阵 ,则 A 一定不是H-阵.

　　证明 　由对角均势矩阵的定义和引理2.7可直

接推证.

　　引理2.9
[ 6]
　设 A =(aij)∈ C

n×n
,则 A为H-阵

的充分必要条件为 A的各阶主子阵都是H-阵.

　　引理 2.10　设 A =(a ij)∈ C
n×n为H-阵 ,则 A

不存在对角均势主子阵.

　　证明 　假设 A存在对角均势主子阵Akk =A(i1 ,

i2 , …, ik).因为 A 为H-阵 ,由引理 2.9知 , Akk 是H-

阵 ,这与引理 2.8矛盾.所以 , A不存在对角均势主子

阵.

　　引理 2.11
[ 4]
　设 a =(aij)∈ R

n×n
满足:

　　a ij ≤0 , i ≠j;a ii >0 , i , j =1 ,2 , … , n ,

则 A为M-阵的充分必要条件是ρ(B)≤ρ(|B |)<

1 ,其中 B = I -D-1A , I是单位矩阵 ,D =diag(a11 ,

a22 , … , ann).

　　定理 2.1　设 A =(aij)∈ C
n×n 为对角占优矩

阵 ,则 A为H-阵的充分必要条件是A不存在对角均势

主子阵.

　　证明 　充分性 　由引理2.6和引理2.5直接推

证.

　　必要性 　由引理 2.10直接推证.

　　定理 2.2　设 A =(aij)∈ R
n×n 为对角占优矩

阵 ,并且

　　a ij ≤0 , i ≠ j;aii >0 , i , j =1 ,2 , … , n ,

则 A为M-阵的充分必要条件是A不存在对角均势主

子阵.

　　证明 　充分性 　由引理 2.6和引理 2.11可直

接推证.

　　必要性 　由定义1.6知 ,M-阵一定是H-阵.故

由引理 2.10知 , A 不存在对角均势主子阵.

　　由以上结论可知:根据是否存在对角均势主子

阵 ,可将对角占优矩阵类分为 H-阵和具有对角均势

主子阵两类.所以 ,存在对角均势主子阵是对角占优

矩阵不是 H-阵的根本原因;而不存在对角均势主子

阵的对角占优矩阵就是 H-阵 ,并且当其主对角元为

正 ,非主对角元非正时 ,它又是 M-阵.

3　H-阵和M-阵的判定算法

　　由对角占优矩阵和对角均势主子阵的定义易

知 ,若对角占优矩阵 A =(a ij)∈ C
n×n有对角均势主

子阵 ,则 A 必有阶数最大的对角均势主子阵.于是由

定理 2.1直接得到如下定理.

　　定理 3.1　设 A =(aij)∈ C
n×n 为对角占优矩

阵 ,则 A为H-阵的充分必要条件为A不存在阶数最大

的对角均势主子阵.

　　由定理3.1可得到对角占优矩阵为 H-阵的如下

算法.

　　算法 3.1　给定对角占优矩阵 A =(a ij)∈

C
n×n .

　　步骤 1　令 A
(m)
=(a ij),并且取 m =0.

　　步骤 2　若  i ∈ N , aii =0 ,则 A不是H-阵 ,

停止 ,输出“A不是H-阵” ;否则 ,转入步骤 3.

　　步骤3　计算集合 K.若 K =★,则 A是H-阵 ,

停止 ,输出“A是H-阵” ;若K =N ,则A不是H-阵 ,停

止 ,输出“A不是H-阵”;否则 ,转入步骤 4.

　　步骤 4　计算集合 Ψ=N -K.对于集合 Ψ中

的每一个元素 i ,对应着矩阵 A
(m)的第 i行和第 i列.

划掉这些行和列 ,得矩阵 A
(m+1)

,转入步骤 3.

　　例 1　判定矩阵 A 是否为H-阵.
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A =

1 1 0 0 … 0 0 0

-1 3 2 0 … 0 0 0

0 -1 4 3 … 0 0 0

0 0 -1 5 … 0 0 0

···
···

···
···

···
···

···
···

0 0 0 0 … … … 0

0 0 0 0 … -1 n n -1

0 0 0 0 … 0 -1 n +1

　　我们取 n =50 ,利用算法 3.1在MATLAB 6.1上

经过102步运算 ,得矩阵 A是H-阵.事实上 ,矩阵 A为

下半强对角占优矩阵 ,显然是 H-阵.可见 ,该算法对

高阶对角占优矩阵是否为 H-阵的判定是很有效的.

　　同理 ,由定理 2.2可得定理 3.2.

　　定理3.2　设 A =(a ij)∈ R
n×n 为对角占优矩

阵 ,并且

　　a ij ≤0 , i ≠j;a ii >0 , i , j =1 ,2 , … , n ,

则 A为M-阵的充分必要条件为A不存在阶数最大的

对角均势主子阵.

　　证明 　由定理 2.1可以得证.

　　算法 3.2　给定对角占优矩阵 A =(aij)∈

C
n×n.

　　步骤 1　令 A
(m)=(a ij),并且取 m =0.

　　步骤2　若  i ∈ N , a ii =0 ,则停止 ,输出“A不

是M-阵” ;否则转入步骤 3.

　　步骤 3　若 aij >0 , i , j ∈ N , i ≠j ,则停止 ,输

出“A不是M-阵” ;否则 ,转入步骤4.

　　步骤4　计算集合K .若K =★,则 A是M-阵 ,

停止 ,输出“A是M-阵”;若K =N ,则 A 不是M-阵 ,

停止 ,输出“A不是M-阵” ;否则 ,转入步骤 5.

　　步骤 5　计算集合 Ψ=N -K.对于集合 Ψ中

的每一个元素 i ,对应着矩阵 A
(m)的第 i行和第 i列.

划掉这些行和列 ,得矩阵 A
(m+1),转入步骤 4.

　　例 2　判定矩阵 A 是否为M-阵.
A =

1 -1 0 0 … 0 0 　0

-1 3 -2 0 … 0 0 　0

0 -1 4 -3 … 0 0 　0

0 0 -1 5 … 0 0 　0

···
···

···
···

···
···

···
···

0 0 0 0 … … … 　0

0 0 0 0 … -1 n -(n -1)

0 0 0 0 … 0 -1 　n +1

　　同样 ,取 n =50 ,利用算法3.2在MATLAB 6.1上

经过103步运算 ,得矩阵 A是M-阵.事实上 ,矩阵 A为

下半强对角占优矩阵且满足 aii ≤0 , i ∈ N;aij >0 ,

i ≠j , i , j ∈ N ,显然 A是H-阵.可见 ,该算法对高阶

对角占优矩阵是否为 M-阵的判定也是很有效的.
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哈萨克斯坦培育出新型益生菌

　　哈萨克斯坦微生物学与病毒学研究所研究人员最近培育出一种新型益生菌 ,可以部分替代抗生素来对付
沙门氏菌和大肠杆菌 。
　　人们通常使用抗生素治疗沙门氏菌和大肠杆菌感染引起的疾病 ,但抗生素在杀死病菌的同时 ,也会破坏人
体肠道内正常微生物群落的功能 ,导致对抗生素具有抗药性的病原体数量增加 ,进一步引发疾病。哈萨克斯坦
研究人员新近合成的益生菌可以部分替代抗生素来治疗这类病菌感染。这种益生菌利用乳酸菌和丙酸菌培育
而成 ,乳酸菌本身可以杀死沙门氏菌和大肠杆菌 ,而丙酸菌能够大量合成维生素 B12 ,增强机体抵抗肠道感染的
能力 ,还能增强宿主的免疫能力。新培育出的益生菌同时具有乳酸菌和丙酸菌的上述功能 ,而且没有副作用 。
　　与单种培育的益生菌相比 ,在两种细菌基础上培育出的益生菌作用范围更广 ,并且受营养环境的限制更
小。新培育出的益生菌使用 3h后 ,沙门氏菌和大肠杆菌的数量降低到原来的千分之一。但是 ,这种益生菌只
能抑制数量不大的有害细胞 ,因而不能完全替代抗生素。此外 ,由于病原体菌株可能发生变异 ,益生菌的抑杀
效果会不断减弱 ,因而科研人员需要不断培育新的益生菌。

据《科学时报》 　　
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