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摘要:在 Rosenbrock原始算法的基础上 ,提出一种新的构造正交方向的方法 ,并由此产生一种新的 Rosenbrock

型算法 ,新算法具有全局收敛性 .数值试验表明 ,新的 Rosenbrock型算法切实可行 ,且就某些算法而言要优于原

始的 Rosenbrock算法 .

关键词:无约束优化　 Rosenbrock型算法　 Gram-Schimidt正交化

中图法分类号: O211. 2　　文献标识码: A　　文章编号: 1005-9164( 2005) 02-0085-04

Abstract: Based on the Rosenbrock 's algo ri thm , w e propose a new method of cont ructing

or thogonal di rections and producting a new type o f the Rosenbrock 's algo ri thm which has

global covergence. Numerical comparision show s that the new alg orithm is v iable and mo re

effectiv e than the original one fo r some examples.
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　　本文考虑如下无约束问题:

　　 min f (x ) ,

　　 s. t. x ∈ E
n
.

　　 Rosenbrock算法是无约束优化中不使用导数的

多维搜索 . Rosenbro ck
[1 ]在 1960年提出的算法是沿

搜索方向取离散步来实现的 ,后来 Davies, Swann和

Campey
[2 ]
提出了采用线搜索的算法步骤 . Ro senbrock

算法又称为转轴法 ,它设法顺着“山谷”求函数的极小
点 .文献 [ 3]中构造搜索方向如下: 设 d

1 ,… ,dn是单

位正交方向 ,从当前迭代点 x
k开始 ,目标函数 f 沿每

个方向逐次极小化导出点 x
k+ 1 .特别地 , xk+ 1 - x

k =

∑
n

j= 1

λjd
j ,其中λj是沿方向 d

j移动的步长 .新的一组方

向 d
-1 ,… ,d-n通过 Gram-Schimidt过程产生如下:

　　a
j =

d
j ,　　λj = 0;

∑
n

i= j

λj dj ,λj≠ 0,

　　b
j
=

a
j ,　　　　　　　　 j = 1;

a
j - ∑

j - 1

i= 1

( (a j ) T d-i )d-i , j≥ 2,
( 0. 1)

　　d
-j =

b
j

‖ b
j‖

.

令 D = ( d1 ,… ,dn ) , A = (a1 ,… ,an ) ,λ= (λi j )n× n ,

其中 ,λi j =
1, i = j ;

0, i≠ j ,
λj = 0;λi j =

λi , i≤ j;

0, i > j ,
λj≠ 0,

则有 A= Dλ,而且 a
r = ∑

n

i= r

λidi为加速方向 ,其中 r使

得λr是λ1 ,… ,λn中第一个非零的数 .通过上述的构造
可以看出 ,进行转轴的关键在于: 构造非奇异矩阵λ,
保证 A= Dλ仍是非奇异的 ,而且为了加快收敛速度 ,

应使得有一个 a
t = x

k+ 1 - x
k .在 Roesnbrock算法中 ,

构造的λ是下三角阵 .本文从构造上三角阵λ出发建
立 ,并产生新的且含有加速方向的新方法 ,由此产生
了一种新的 Rosenbrock型算法 .通过数值试验得出
此方法的可行性结论 .与原始的 Rosenbrock方法比
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较表明 ,在某些情况下要优于原始的 Rosenbrock型
算法 .

1　新的 Rosenbrock型算法

　　受 Rosenbrock算法关于正交方向构造技术的启

发 ,本文给出了另一种构造方法:

　　a
j =

d
j ,　　λj = 0;

∑
j

i= 1
λid i ,λj≠ 0,

　　b
j
=

a
j
,　　　　　　　　 j = n;

a
j
- ∑

n

i= j+ 1
( (a

j
)
T
d
-i
)d-

i
, j≤ n - 1,

( 1. 1)

　　d
-j =

b
j

‖ b
j‖

.

　　下面给出此方法构造新方向的重要性质 .

　　定理 1　假设向量 d
1 ,… ,dn是线性无关和彼此

正交的 ,则对任意一组 λ1 ,λ2 ,… ,λn ,由 ( 1. 1)定义的

方法有如下性质:

　　 ( 1)向量 a
1 ,… ,an线性无关 ,且 a

t = x
k+ 1 - x

k ,

即 a
t
是加速方向 ,其中 t使得λt是λ1 ,… ,λn中最后一

个非零的数 .

　　 ( 2)d-1 ,… ,d-n是线性无关且正交的单位向量 ,如

果λj = 0,则 d
-j

= d
j
.

　　证明　 ( 1)首先证明 a
1 ,… ,an线性无关 .

由 ( 1. 1)式可知 ,

　　a
j =

d
j = (d1 ,… ,dn ) ( 0,… , 0, 1( j th ) , 0,… , 0) T ,λj = 0;

∑
j

i= 1
λid i = (d1 ,… ,dn ) (λ1 ,… ,λj , 0,… , 0) T ,λj≠ 0.

令 D= ( d1 ,… ,dn ) , A = (a1 ,… ,an ) ,λ′= (λ′ij ) n×n ,其

中 ,

　　λ′i j =
1, i = j ;

0, i≠ j ,
λj = 0;λ′i j =

λi , i≤ j;

0, i > j ,
λj≠ 0,

则 A= Dλ
′
.由于|A|= |D||λ

′
|,且|D|≠ 0,|λ

′
|=

λ
′
11λ
′
22 ,… ,λ

′
nn≠ 0.故|A|≠ 0,即 a

1
,… ,a

n
线性无关 .

　　设λt是λ1 ,… ,λn中最后一个非零数 ,则有

　　a
t = ∑

t

i= 1

λid i = ∑
n

i= 1

λidi = x
k+ 1 - x

k .

　　 ( 2)下面用归纳法证明 b
1
,… ,b

n
也线性无关 .

　　 由于 b
n = a

n ≠ 0显然成立 ,只需证明 ,如果 b
n ,

… ,bk线性无关 ,则 b
n ,… ,bk ,bk- 1也线性无关 .

　　假设∑
n

j= k- 1
Tjb

j
= 0,由 ( 1. 1)式中 b

k - 1
的定义 ,有

　　 0= ∑
n

j= k

Tjb
j
+ Tk- 1b

k- 1
= ∑

n

j= k

[Tj -

Tk- 1 ( (ak- 1 ) T d-j )

‖ b
j
‖

].bj + Tk- 1a
k- 1 . ( 1. 2)

由 ( 1. 1)式知 ,每个向量 b
j是 a

j ,… ,an的线性组合 ,又

由于 a
k- 1

,a
k
,… ,a

n
线性无关 ,由 ( 1. 2)式知 ,Tk- 1 =

0.又由归纳假设知 ,b
n
,… ,b

k
线性无关 ,从而由 ( 1. 2)

式有

　　Tj -
Tk- 1 ( (a

k- 1
)
T
d
-j
)

‖ b
j‖

= 0, j = k ,… ,n.

　　由Tk- 1 = 0知 ,Tj = 0, j = k ,… ,n ,故 b
k - 1

,… ,b
n

线性无关 .又由 d
-j
的定义立知 , d-

1
,… ,d-

n
也线性无

关 .

　　现在证明 b
1 ,… ,bn的正交性 ,即 d

-1 ,… ,d-n的正交

性 .由 ( 1. 1)式可知 ,

　　 (bn ) Tbn- 1 = (an ) T [an - 1 - (an- 1 ) T d-n
d
-n ] =

(an ) T [an- 1 - (an - 1 ) T
a
n

‖ a
n‖ 2a

n ] = 0.

因此只需证明 ,若 b
n
,… ,b

k
相互正交 ,则 b

n
,… ,b

k
,b

k- 1

也相互正交 .由归纳假设可知 , (b
j
)
T
d
-i
= 0, i≠ j , i , j

= n ,n - 1,… ,k ,于是由 ( 1. 2)式有

(bj ) Tbk- 1 = (bj ) T [ak - 1 - ∑
n

i= k

[ (ak- 1 ) T d-i ]d-i ] =

(b
j
)
T
a
k - 1

- ( (a
k- 1

)
T
d
-j
) (b

j
)
T
d
-j

= 0, j = k ,… ,n.

( 1. 3)

于是 ,bn ,… ,bk ,bk- 1相互正交 .

　　最后证明如果λj = 0,有 d
-j = d

j .由 ( 1. 1)式知 ,

如λj = 0,有

　　b
j = d

j - ∑
n

i= j+ 1

1
‖ b

i‖
( (d j ) Tbi )d-i . ( 1. 4)

注意到 b
i是 a

i ,… ,an的线性组合 ,可设 b
i = ∑

n

r= i

Uir a
r .

由 ( 1. 1)式有

　　b
i = ∑

r∈ R

Uird
r+ ∑

r∈ R
-
Uir (∑

r

s= 1

λsds ) , ( 1. 5)

其中 , R = {r: r≥ i ,λr = 0} , R- = { r: r≥ i ,λr≠ 0}.

注意到 ( 1. 4)及 ( 1. 5)式中的指标 i , j , r满足 j+ 1≤

i≤ r ,故由 d
1 ,… ,dn的正交性有

　　 ( dj ) Td r = 0, r∈ R; (d j ) T (∑
r

s= 1
λsds ) = λj ( dj ) Td j

= λj = 0, r∈ R
- .

　　于是用 ( dj ) T乘 ( 1. 5) ,得 (d j ) Tbi = 0, i = j+ 1,

… ,n.故由 ( 1. 4)式立知 b
j = d

j ,进而 , d-j = d
j .定理

证毕 .

　　由定理 1可知 ,如果λj = 0,那么新方向 d
-j
等于

旧方向 d
j .因此 ,只需对那些λj≠ 0的指标计算新方

向 .

　　下面给出新 Rosenbrock型算法的算法步骤 .

　　算法 1(线搜索算法 )

　　步骤 0　选取 x
1∈ E

n ,d1 ,d2 ,… , dn为坐标方向 ,
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充分小的终止精度X> 0, y
1
= x

1
, y

j
= y

1
,k = j = 1.

　　步骤 1　计算 min{f ( yj+ λd j ) ,λ∈ E
1 }的最优

解λj ,令 y
j+ 1 = y

j + λjd
j .若 j < n ,令 j∶= j+ 1,重

复步骤 1;否则 ,转入步骤 2.

　　步骤 2　令 x
k+ 1

= y
n+ 1

,如果 ‖ x
k+ 1

- x
k
‖ <

X,停 ;否则 ,令 y
1 = x

k+ 1 , j = 1.

　　步骤 3　 按 ( 1. 1)式计算新方向 d
-1 ,… , d-n ,令

k∶= k+ 1,返回步骤 1.

　　算法 2(离散步算法 )

　　 步骤 0　选取 x
1∈ E

n ,参数X> 0,T> 1,U∈

( - 1, 0) ,d1 ,d2 ,… , dn为坐标方向 ,Δ1 ,… ,Δn为沿这

些方向的初始步长 .令 y
1
= x

1
, y

j
= y

1
,Δj = Δj ,k =

j = 1.

　　步骤 1　如果 f ( yj + Δjd
j ) < f ( yj ) ,令 y

j+ 1 =

y
j + Δjd

j ,Δj = TΔj ;如果 f ( yj + Δ jd
j )≥ f ( yj ) ,令

y
j+ 1 = y

j ,Δj = UΔj .若 j < n,令 j∶= j+ 1重复步骤

1;否则 ,转入步骤 2.

　　步骤 2　如果 f (y
n+ 1

) < f ( y
1
) ,令 y

1
= y

n+ 1
, j

= 1,重复步骤 1.如果 f ( y
n+ 1

) = f ( y
1
) ,若 f ( y

n+ 1
)

< f (xk ) ,转入步骤 3;若 f ( yn+ 1 ) = f ( xk ) ,如果|Δj|

≤X,停 ;否则 ,令 y
1 = y

n+ 1 , j = 1,转入步骤 1.

　　步骤 3　令 x
k+ 1 = y

n+ 1 ,如果 ‖ x
k+ 1 - x

k‖ <

X,停 ;否则 ,由 x
k+ 1

- x
k
= ∑

n

j= 1
λjd

j
计算λ1 ,… ,λn ,按

( 1. 1)式计算新方向 d
-1 ,… ,d-n ,令Δj = Δj , y1 = x

k+ 1 ,

k∶= k+ 1,返回步骤 1.

　　下面给出了算法 1在放宽假设的条件下 ,可以收

敛到稳定点 .

　　 定理 2　 设 f 是可微函数 ,对于极小化问题

min{f (x )|x ∈ E
n
} ,考虑如下定义的算法映射 A ,向

量 y∈ A (x )意味着 y是由 x开始逐次沿单位正交方

向 d
1 ,… ,dn极小化 f而得到的 .现假设下面的性质成

立:

　　 ( 1) f 沿 E
n
中任何方向的极小点唯一 ;

　　 ( 2)初始点为 x
1 ,由算法 1产生的点列 {xk }有界 ,

则点列 { xk }的任何聚点 x必满足 5 f (x ) = 0.

　　有关证明可参见文献 [4]的证明方法 .

2　对新的 Rosenbrock型算法的补充

　　上面构造的新方向中的确包含加速方向 x
k+ 1 -

x
k ,但每次迭代中的加速方向的排序 (序号 )不断变

化 ,如果希望最后一个方向 a
n
为加速方向 ,可作如下

处理: 记λr为 λ1 ,… ,λn中第一个不为 0的数 ,将 (λr ,

d
r )与 (λn ,dn )交换:

　　d
~ j = d

j , j≠ r ,n; d~ r = d
n ,d~ n = d

r .

　　λ~j = λj , j≠ r ,n;λ~r = λn ,λ~n = λr .

则满足: ( 1)xk+ 1 - x
k = ∑

n

j= 1

λ~jd
~ j ,λ~n≠ 0. ( 2) {d~ 1 ,… ,

d
~ n }非零正交 .

　　构造　a
j =

d
~ j ,　　λ~j = 0;

∑
j

i= 1

λ~id
~ i ,λ~j ≠ 0,

则 A= D~λ~ , 其中 λ~是上三角阵 , D~ = (d
~ 1

,… , d
~ n

) , A

= (a1 ,… ,an ) ,而且 a
n = x

k+ 1 - x
k 是加速方向 .此

外 ,如果希望 a
i为加速方向 ,ai = x

k+ 1 - x
k ,可将 a

i与

a
n交换 ,如希望 a

1为加速方向 ,即 a
1 = x

k+ 1 - x
k ,可

将 a
1
与 a

n
交换 .

　　采用这样的交换技术 ,可以使我们更清楚 f是沿

着怎样的山谷下降的 ,对函数的下降过程更容易得到

直观的判断 ,就某些算例而言 ,收敛可能更快些 .在本

文算例中 ,只讨论 a
t
为加速方向的一般情况 ,其中 t

是使得λt为λ1 ,… ,λn中最后一个不为 0的数 .

3　数值试验

　　本文对算法进行了比较性的数值试验 ,结果表

明新 Rosenbrock型算法确实可行 ,而且就某些算例

而言要优于原始的 Rosenbrock算法 .本文从中选出 2

个简单的例子加以说明 ,并略去其详细迭代过程 .在

下面 2个算例中 ,均选取坐标方向为初始单位正交方

向 .

　　例 1　取自于文献 [4 ]第 200页 .

　　 min f (x ) = (∑
10

i= 1
i
3
(xi - 1)

2
)
3
.

　　 例 2　 取 自 于 Discrete boundary value

function.

　　 minf ( x ) = uu
T .

其中 ,u1 = 2x1 - x 2+
1
2
h

2
( x 1+ t1 + 1)

3
;

　　 ui = 2xi - xi - 1+
1
2h

2
(xi + ti + 1)

3
, i = 2, 3,

… , 12;

　　u13 = 2x 13 - x12 +
1
2
h

2 ( x13 + t13+ 1) 3 ;

　　h =
1
14

, ti = ih , i = 1, 2,… , 13.

　　算法 1和算法 2及原始算法求解以上 2个问题的

运算结果如表 1和表 2所示 .
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表 1　采用线搜索算法的比较结果

Table 1　Numer ical results on the algorithm using line searthes

例题
Example

参数
Parameter

　　初始点
　　 Initia l point

算法
Algo rithm

迭代次数 k
Itera tions k

最优值
Optima l va lue

例 1
Example 1

X= 0. 01 x 1= ( 0. 5, 0. 5,… , 0. 5) 算法 1
Algo rithm 1

5 2. 2940e- 006

原算法
Orig inal alg o rith m 12 2. 8062e- 006

例 2
Example 2

X= 0. 001
x 1= (h (h - 1) ,… , 13h ( 13h - 1) ) ,

h=
1
14

算法 1
Algo rithm

4 3. 4925e- 005

原算法
Orig inal alg o rith m 10 2. 8719e- 004

表 2　采用离散步算法的比较结果

Table 2　Numer ical results on the algorithm with discrete st eps

例题
Example

参数
Parameter

　　初始点
　　 Initia l point

算法
Algo rithm

迭代次数 k
Itera tions k

最优值
Optima l va lue

例 1
Example 1 X= 0. 01 x 1= ( 0, 0,… , 0) 算法 2

Algo rithm 2
3 2. 3223e- 005

T= 2. 2,U= 0. 2
原算法
Orig inal alg o rith m

6 2. 2295e- 005

例 2
Example 2 X= 0. 001 x 1= (h ( h- 1) ,… , 13h ( 13h - 1) ) , 算法 2

Algo rithm 2
3 9. 3408e- 028

T= 2. 2,U= 0. 2 h=
1
14

原算法
Orig inal alg o rith m

5 1. 3069e- 025

4　结束语

　　 Rosenbrock算法是在循环坐标法的基础上提出

的 ,比循环坐标法具有更好的收敛性 ,但也存在很多

不足的地方 ,本文针对原始的 Rosenbrock算法关于

方向的构造方法 ,提出了一类新的构造方法和一类新

的 Rosenbrock型算法 ,并且给出了采用线搜索和取

离散步的算法步骤 . 数值试验表明这类新的

Rosenbrock型算法对某些问题而言要优于原始的

Rosenbrock算法 .实际上 ,这两类 Rosenbrock算法

是互为补充的 ,在实际计算中 ,由于这两类算法相关

甚微 ,我们可以同时采用不同算法 ,并且通过比较后

择优而用 .
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