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摘要:将文献 [12]提出的统计平均解耦处理方法推广应用到一维交通流元胞自动机 NS模型 ,根据概率论的定

义 ,建立一维交通流元胞自动机 N S模型多格点耦合的空间关联函数 ,得出 t→∞情况下平均速度随减速概率和

车辆密度变化的平均场方程 ,通过近似解耦处理得出车辆密度、速度及刹车概率三者的关系 .模拟结果表明 ,车

流平均速度与理论结果符合得较好 .
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Abstract: Wi th the approach applied in the li terature [12 ] , w e study the celluar automaton

model fo r one-dimensional t raf fic flow proposed by Nagel-Schreckenberg ( N S) . M ean field
equa tions are obtained. This giv es the average car speed in the long time limi t as a fuction of the

car densi ty and the brake probabili ty. The resul ts are in good ag reement w ith the simulation

results.

Key words: cel lular automaton, the statisticl mechanical approach, t ra ffic f low , Nagel-

Schreckenberg model

　　模拟研究交通流问题中 ,由于元胞自动机模型在

保留交通流这一复杂系统的非线性行为和其它物理

特征的同时 ,更易于在计算机上操作 ,因而 ,它已被广

泛地应用于交通流问题的研究 [ 1～ 7 ] .

　　研究元胞自动机交通流模型时 ,对于一些基本的

模型 ,我们希望得到一些解析的结果 ,从而加深对于

模型的理解 ,以及可以在交通工程中作为交通控制的

定量依据 [8 ] .文献 [9～ 11 ]从唯象分析出发 ,用平均场

论方法对于交通流元胞自动机模型进行研究 .文献

[12, 13]从严格的格点状态更新规则出发 ,对 CA空

间关联函数依据概率论进行逐步地解耦近似 ,给出具

有随机减速因子的交通流平均速度的一般形式 .本文

将其解耦方法近似应用于一维交通流元胞自动机

( Nagel-Sch reekenberg ,简称 NS)模型 ,在 t→∞情况

下 ,推导出平均速度随减速概率和车辆密度变化的平

均场方程 .

1　NS模型及演化方程

　　一维 N S元胞自动机交通流模型定义在一维均

匀的格点上 ,每个格点最多能存在 1辆车 .假设每辆

车可能具有的速度 V为 ( 0, 1,… ,M ) , t时刻第 i辆车

的位置为 X i ( t ) ,速度为 Vi ( t ) ,其前面第 j辆车的位

置为 X j ( t ) ,那么该车辆的运动规则为:

　　 (Ⅰ ) V
′
i ( t+ 1) = min(di , Vi ( t ) + 1,M ) ;

　　 (Ⅱ ) V i ( t+ 1) = V
′
i ( t+ 1) - 1, 以概率 f减速 ;

　　 (Ⅲ ) X i ( t+ 1) = X i ( t ) + V i ( t+ 1) ;

其中 ,M为车辆的可能达到的最大速度 ; d i = X j ( t )

- X i ( t ) - 1; f为车辆的减速概率 .尽管上面这个 N S
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模型非常简单 ,但它能再现路段上的交通流基本现

象 .

　　如果将上面的演化规则用布尔变量表示出来 ,

可以表示为:

　　 e
t+ 1
i = e

t
i e

t
i+ 1 + θi, t ( f ) e

t
i e-

t
i+ 1 e

t
i+ 2 +

θ-i- 1, t ( f ) eti- 1 e-ti eti+ 1 + θi - 1, t ( f ) eti- 1e-tie-ti+ 1eti+ 2 +

θ-i- 2, t ( f ) eti- 2 e-ti- 1 e-ti eti+ 1 + … +

θi- M+ 1, t ( f ) e
t
i- M+ 1e-

t
i - M… e-

t
i e-

t
i+ 1 +

θ-i- M, t ( f ) eti- M e-ti - M+ 1… e-ti- 1 e-ti , ( 1)

其中 ,θi, t ( f )以概率 f取 1,以概率 f-= 1- f取 0,称

为第 i个格点在 t时步中的随机减速因子 ,它为一种

随机布尔变量 ,与θi, t ( f )共轭的布尔变量为:

　　θ-i , t ( f ) = 1 - θi, t ( f ) = θi, t ( f-) ,

其值取值为 0的概率为 f ,取值为 1的概率为 1 - f ,

且满足关系式:

　　 [θi, t ( f ) ]
2
= θi , t ( f ) ,　θi , t ( f )θ-i, t ( f ) = 0,

e-ti = 1- eti , eti为第 i格点上车辆占据数 ; eti = 1表示第

i个格点在 t时刻被车辆占据 ; eti = 0表示第 i个格点

在 t时刻无车辆占据 ,同样满足如下关系:

　　 [eti ]2 = eti ,　 etie-ti = 0.

　　为了明确起见 ,本文仅分析 M = 2的情况 ,这时

上面的方程简化为:

　　 et+ 1
i = eti eti+ 1 + θi, t ( f ) eti e-ti+ 1 eti+ 2 +

θ-i- 1, t ( f ) e
t
i- 1 e-

t
i e

t
i+ 1 + θi - 1, t ( f ) e

t
i- 1e-

t
ie-

t
i+ 1 +

θ-i- 2, t ( f ) eti- 2 e-ti- 1 e-ti , ( 2)

设 t时刻长度为 L的格点链上有 N t个粒子 ,则粒子的

平均密度为dt = N t /L ,那么

　　dt =
1
L∑

L

i= 1
eti = < eti > , ( 3)

t时刻交通流平均速度的微观表达式可以表述为:

　　V ( t ) =
1
N t

[∑
L

i= 1
θ-i , t ( f ) etie-ti+ 1 +

∑
L

i= 1

θ-i , t ( f )etie-ti+ 1e-ti+ 2 ] =
1
dt
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L
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θ-i, t ( f ) eti e-ti+ 1 +
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其中 , < e
t
i e-

t
i+ 1 > =

1
L∑

L

i= 1
e
t
ie-

t
i+ 1 , < e

t
i e-

t
i+ 1e-

t
i+ 2 > =

1
L∑

L

i= 1
eti e-ti+ 1e-ti+ 2分别是一维元胞自动机交通流模型两

格点和三格点耦合的空间等时关联函数 ,且θi, t ( f ) ,

θ-i, t ( f )分别以其相应的概率 f 和 1 - f表示 .对系统

充分大 L→∞ ,演化时间足够长 t→∞ ,假设系统有

渐进稳定态

　　 dt = dt+ 1 ,V t = V t+ 1 . ( 5)

　　在该情况下 ,粒子的刹车与粒子的状态无关 ,即

θi , t ( f ) = θi , t+ 1 ( f ) .类似地

　　 V ( t+ 1) =
1 - f
dt+ 1
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( 6)

　　而对 t时刻系统粒子的流量有

　　 Jt = dtV t . ( 7)

2　空间关联函数的表示及解耦

　　 按照文献 [13]的表示方法 ,将元胞格点微观量

简记为 < e
t
i > = < 1> t , < e

t
i- 1e-

t
i > = < e

t
i e-

t
i+ 1 > =

< 10> t , < e
t
i e

t
i+ 1 > = < 11> t , < e

t
i- 1e-

t
i e

t
i+ 1 > =

< 101> t , < e
t
i e

t
i+ 1e

t
i+ 2 > = < 111> t等等 ,因而可以

得到

　　 V ( t ) = ( 1 /dt ) [ < 10 > t + < 100 > t ] , ( 8)

将 ( 2)式代入 ( 6)式 ,并利用 e
t
i满足的基本关系式 ,采

用简化形式可得 t + 1时刻平均速度表达式如下:

　　 V ( t+ 1) = 2( 1 - f ) - ( 1 /dt ) ( 1 -

f ) { 2 < 111> t + f [2 < 1101> t + < 1100 > t +

< 1011 > t + < 10011> t ]+ ( 1 -

f ) [2 < 1011> t + 2 < 10011> t + < 1101 > t +

< 100011> t ]+ f ( 1 - f ) [2 < 10101 > t +

2 < 100101> t + < 10100 > t + < 1000101 > t +

< 100100> t ]+ f
2 [ < 10101 > t < 100101> t ]+

( 1 - f )
2
[ < 10101> t + < 100101> t ] } . ( 9)

　　当 f = 0时 , Vmax = 2的 N S决定性模型为:

　　 V ( t ) = ( 1 /dt ) [ < 10 > t + < 100 > t ] , ( 10a)

　　 V ( t+ 1) = 2 - ( 1 /dt ) { 2[ < 111> t +

< 1011 > t + < 1011> t ]+ < 1101 > t +

< 10101> t + < 100011 > t + < 100101 > t }.

( 10b)

　　对于 Vmax = 1的 N S决定论模型 ,设 2点耦合关

联函数 < 10> = a ,可以认为 i点取 1的概率由 i点

为 1,同时 i + 1点为 0或为 1的 2者概率共同构成 ,

由此可知

　　 < 11 > t = < 1 > t - < 10> t = dt - a ,

< 00> t = < 0 > t - < 10 > t = 1 - dt - a. ( 11)

　　 对 2点以上的耦合关联函数可按照概率论做如

下计算 [ 12] ,如

　　 < 110> t = < 11> tp < 11|0> t ,
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其中 ,p < 11|0> t表示在第 i和第 i + 1格点分别有

粒子占据的条件下 ,且第 i + 2格点为空时的条件概

率 ,由于每一粒子在每一时步最多走一个格点 ,因而

在同一时步中对一个指定格点状态变化有影响的 ,仅

仅是处在该格点左右 2个最近邻格点位置上的那些

粒子 .因而可以忽略二体以上的空间关联 ,只须考虑

两元胞格点的耦合 ,故有

　　p < 11|0> t = p < 1|0 > t =

< 10 > t / < 1 > t ,

于是可得

　　 < 110> t = < 11> t < 10 > t / < 1> t =

a [1 - a /dt ] , ( 12a)

　　 < 100> t = < 10> t < 00 > t / < 0> t =

a [1 - a / ( 1 - dt ) ]. ( 12b)

　　对于 Vmax = 2的 N S的决定性模型的空间关联函

数的计算 ,应考虑 3个元胞的格点耦合 ,忽略三体以

上的空间关联 .设耦合关联函数 < 10> t = a, < 100

> t = a
2
/dt ,因而可以得到与 ( 11)式相同的两体耦合

关联函数 ,而其他三体耦合关联函数仍可按 Vmax = 1

模型下解耦为二体耦合方式计算得到

　　 < 101 > t = < 10 > t - < 100 > t = a ( 1 -

a /dt ) ;

　　 < 110> t = < 11> t < 10 > t / < 1> t =

a ( 1 - a /dt ) ;

　　 < 010> t = < 001 > t = < 100 > t =

a
2 /dt , < 111> t = dt ( 1 - a /dt ) 2 .

　　对于 Vmax = 2的随机减速概率为 f模型的空间

关联函数 ,视为是 f = 0和 f = 1两种极限情形分别

以按概率 ( 1 - f )和 f为比例的混合 ,即有

　　 < 100> t = a{ ( 1 - f ) (a /dt ) + f [1 -

a /( 1 - dt ) ] } , ( 13)

其余的基本关联平均量的假设均不变 ,即仍设

　　 < 10> t = a , < 110> t = a ( 1 - a /dt ) , ( 14)

则有

　　 < 11> t = dt - a, < 100> t = 1 - dt - a;

　　 < 111> t = < 11> t - < 110> t =

dt ( 1 - adt )
2
;

　　 < 010> t = < 10> t - < 110> t = a
2
/dt;

　　 < 101> t = < 10> t - < 100> t = a{ 1 -

( 1 - f ) (a /dt ) - f [1 - a / ( 1 - dt ) ] };

　　 < 000> t = < 00> t - < 100> t = 1 - dt -

a - a { ( 1 - f ) (a /dt ) + f [1 - a /( 1 - dt ) ] };

　　 < 001> t = < 00> t - < 000> t = < 100> t =

a { ( 1 - f ) (a /dt ) + f [1 - a /( 1 - d) ] }. ( 15)

　　因而从假设 ( 13)、 ( 14)式出发 ,可按解耦至三体

关联的相同方法计算所有多格点耦合的空间关联

　　 < 1011> t = < 101 > t < 011> t / < 01> t =

a ( 1 - a /dt ) { 1 - ( 1 - f ) (a /dt ) - f [1 - a /( 1 -

dt ) ] } ;

　　 < 1101> t = < 110 > t < 101> t / < 10> t =

< 1011 > t ;

　　 < 1100> t = < 110 > t < 1101> t =

a ( 1 - a /dt ) { ( 1 - f ) (a /dt ) + f [1 - a / ( 1 - dt ) ] };

　　 < 10011 > t = < 100 > t < 001> t  

< 011> t / ( < 00> t < 01> t ) = a
2
( 1 - a /dt ) { ( 1-

f ) (a /dt ) + f [1 - a /( 1 - dt ) ] } / ( 1 - dt - a) ;

　　 < 100011 > t = < 100> t < 000 > t < 001> t

< 011> t /( < 00> 2
t < 01> t ) = a

2 ( 1 - a /dt ) { ( 1-

f ) (a /dt ) + f [1 - a /( 1 - dt ) ] }2× { 1 - dt - a -

a [ ( 1 - f ) (a /dt ) + f ( 1 - dt - a ) /( 1 - dt ) ] }×

( 1 - dt - a ) - 2 ;

　　 < 100101> t = < 100> t < 001> t < 010> t <

101 > t / ( < 00 > t < 01> t < 10> t ) = (a3 /dt ) ( 1 -

a /dt ) { ( 1 - f ) (a /dt ) + f [1- a / ( 1- dt ) ] }2× { 1-

( 1 - f ) (a /dt ) - f [1 - a /( 1- dt ) ] } /( 1- dt - a ) ;

　　 < 10101 > t = < 101 > t < 010> t  

< 101 > t / ( < 01 > t < 10 > t ) = (a
2
/dt ) ( 1 -

a /dt ) [ f a+ ( 1- f ) ( 1- dt ) ( 1 - a /dt ) ]
2
/( 1- dt )

2
;

　　 < 10100 > t = < 1010 > t - < 10101 > t =

(a2 /dt ) { 1- ( 1 - f ) (a /dt ) - f [1- a /( 1- dt ) ] }×

{ ( 1 - f ) (a /dt ) + f [1 - a / ( 1 - dt ) ] };

　　 < 100100> t = < 100> t < 001> t < 010> t  

< 100 > t / ( < 00 > t < 01> t < 10 > t ) =

(a3 /dt ) { ( 1 - f ) (a /dt ) + f ( 1 - a /( 1 -

dt ) }
3
/( 1 - dt - a ) . ( 16)

3　车流平均速度的理论计算与数值模拟

　　 将空间关联函数的计算结果 ( 16)中各式代入

( 4)和 ( 6)式中 ,可以得到

　　 V ( t ) = ( 1 - f )u ( 1+ uf ) , ( 17a)

　　 V ( t + 1) = 2( 1 - f ) - ( 1 - f ) { 2( 1 - u )
2
+

f u ( 1 - u ) [3( 1 - uf ) + uf + udu
2
f ]+ ( 1 -

f ) [3u ( 1 - u ) ( 1 - uf ) + 2u ( 1 - u )udu
2
f + ( 1 -

u ) ( 1 - dt - duuf )u2
du

2
f /dt ]+ f ( 1 - f ) [2u2 ( 1 -

u f ) 2+ 2u2 ( 1 - u f )udu2
f + u

2
u f ( 1 - u f ) + dtu2 ( 1 -

u f )u
2
f / ( 1 - dt )+ ud( 1 - u )u

3
f ]+ f

2
[u

2
( 1 - u f )

2
+

u
2 ( 1 - u f )udu2

f ]+ ( 1 - f ) 2 [u2 ( 1 - u f ) 2 +

u
2 ( 1 - u f )udu2

f ] } , ( 17b)

其中 ,u f = ( 1 - f ) (a /dt ) + f [1 - a /( 1 - dt ) ],

( 18a)

　　ud= a /( 1 - dt - a ) , ( 18b)
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　　u = a /dt . ( 18c)

由 ( 18a )、 ( 18c)及 ( 17a)可以得到

　　a = (dt { ( 1 - f
2 ) + 4( 1 - f ) [1 - f /( 1 -

dt ) ]V ( t ) }1 /2 - dt ( 1 - f
2 ) ) / ( 2( 1 - f ) [1 - f /( 1 -

dt ) ] ) . ( 19)

　　本文选定 f ,将 ( 18)各式代入 ( 17b)式 ,并不断

地进行迭代 ,就可得到不同的 f 值对应的理论曲线 .

另外 ,在不同的 f值下 ,对 Vmax = 2的 N S模型直接按

演化规则进行演化模拟出基本图 (图 1) .图 1结果表

明 ,两者不论是在定性上还是在定量上都较好的符

合 .

图 1　 M = 2的 NS元胞自动机交通流模型的基本图比较

　　 Fig. 1　 Fundamental diag ram o f th e t raffic flow fo r NS

cellula r automa ton model at M = 2

　　“* ”“×”“+ ”“|” 分别表示方法的刹车概率 f = 0, 0. 2,

0. 6, 1平均场论的理论结果

　　 The real line is the resolts o f simula tion, the symbo ls o f

star , cr oss and plus a re the results of mean fields method a t f

= 0, 0. 2, 0. 6, 1 respectiv ely

　　当 f = 0时 ,其理论曲线严格回到 Vmax = 2的无

随机延迟的 NS决定性模型的精确平均场论结果 .事

实上当 f = 0时 ,非线性映射 ( 17)式化为

　　V ( t ) = u ( 1+ u ) , ( 20a)

　　V ( t + 1) = u ( ( 1- dt ) 2+ u
4 ( 4- 3dt )dt - 2u6d2

t

+ u
5 (dt - 2d2

t ) + u
3 (- 1+ dt+ 3d2

t ) + u ( 3 - 8dt+

5d2
t ) + u

2 ( - 1 - 4dt + 6d2
t ) ) / ( 1 - dt - dtu ) 2 .

( 20b)

　　这一映射的不动点方程是

u ( 1+ u ) = u ( ( 1 - dt )
2
+ u

4
( 4 - 3dt )dt - 2u

6
d

2
t +

u
5
(dt - 2d

2
t ) + u

3
( - 1+ dt + 3d

2
t ) + u ( 3 - 8dt +

5d2
t ) + u

2 ( - 1 - 4dt + 6d2
t ) ) / ( 1 - dt - dtu ) 2 ,

它的 2个非零实解分别是 u1 = 1,u2+ u
2
2 = k ,它们分

别对应于渐进平均速度 v1 = 2,v2 = k ,k由 u2的值决

定 ,而 u2为 lu
4+ mu

3+ nu
2+ qu + h = 0的最小非

零正实解 ,其中 l = 2d2
t ,m = dt ( - 1+ 4dt ) ,n =

dt ( - 5+ 7dt ) ,q= 1 - 6dt+ 5d2
t ,h = 2( - 1+ dt ) 2.

这 2个平均速度的稳定区域可由非线性映射的吸引

域条件

　　| V ( t + 1) / V ( t )|≤ 1

确定 .对于 v1 = 2可得稳定区域dt≤
1
3
;对于 v2 = k ,

稳定区域是dt≥
1
3
.

　　当 f = 1时 ,系统的平均速度 v = 0,即粒子既不

产生也不消失 ,同时每个粒子也不移动 .

4　结束语

　　本文将文献 [12 ]提出的交通流元胞自动机模型

的统计平均解耦处理方法进一步推广应用到一维交

通流元胞自动机 NS模型 ,并根据概率论的定义 ,建

立一维交通流元胞自动机 NS模型多格点耦合的空

间关联函数 ,通过近似解耦处理得出车辆密度、速度

及刹车概率三者的关系 .计算机数值模拟结果与理论

结果符合得较好 .
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