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摘要:运用矩阵多重分裂理论并考虑并行计算 ,建立求解线性互补问题的多重分裂乘性 Schwa rz迭代算法 ,给出

算法的收敛性定理 ,应用加权最大模获得了算法的收敛速度 .数值结果表明 ,多重分裂乘性 Schw ar z迭代算法具

有很好的有效性 .
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Abstract: A multi-split ting and mul tiplicativ e Schw arz alg ori thm fo r solving linea r

complementa ri ty problems w as given. In pa rticula r, w e establish the converg ence theo ry of the

algo ri thm and estimate w eigh ted max-norm bounds fo r itera tion erro rs. The simulation

examples show that this alg orithm is efficient.
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　　互补问题是一类重要的优化问题 ,它在线性规

划、凸二次规划、双矩阵对策及经济与交通平衡等科

学与工程中有着广泛的应用 .本文考虑如下有限维线

性互补问题: 求 x ∈ R
n使得

　　 x≥O, Ax - F≥ 0, ( x - O) T ( Ax - F ) = 0,

( 0. 1)

其中 , A∈ R
n×n为一已知 M-矩阵 ,O,F∈ R

n为已知

向量 . 矩阵分裂理论已经被广泛应用于各种加性和

乘性算法 ,这类方法具有良好的并行性能 [ 1～ 6] .针对

方程情形 ,文献 [7 ]分析了乘性 Schwa rz迭代算法 ,并

在加权最大模下获得了误差的几何收敛速度 .本文将

文献 [7]中的 Schw arz迭代算法进一步推广 ,得到一

类求解线性互补问题的高效数值算法 ,数值结果表明

该算法的有效性 .

1　算法的建立

　　定义 1. 1[2, 3 ]　设 A∈ R
n× n ,如果① M∈ R

n× n是

非奇异的且 M
- 1≥ 0,②N ∈ R

n× n且 N≥ 0,称 A= M

- N为矩阵 A的正则分裂 ;如果 M
- 1≥ 0且 M

- 1
N≥

0,则称 A= M- N为矩阵 A的弱正则分裂 .若 M
- 1≥

0,N≥ 0,且 M为 M-矩阵 ,则称 A= M- N为矩阵 A

的 M-分裂 .

　　显然 M-分裂一定为正则分裂 .

　　算法 1. 1(多重分裂乘性 Schwarz迭代算法 )

　　步骤 1　取初值 x
0∈ R

n ,置 k = 0;

　　步骤 2　令 x
~ k, 0

= x
k
,对 A的多重 M-分裂 A=

Mi - Ni ( i = 1, 2,… ,m ) ,从 i = 1到 i = m依次求解:

　　

x
k, i≥Ok , i ,

Mi x
k , i - F

k , i≥ 0,

(xk , i - Ok , i ) T ( Mi x
k, i - F

k, i ) = 0,

( 1. 1)
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其中 ,O
k , i
= O- x

~ k, i- 1
,F

k , i
= F - Ax

~ k , i- 1
,并令 x

~ k , i
=

x
~ k, i- 1 + Ei x

k, i , Ei 为非负对角阵 ,且 0≤ Ei≤ I ,

∑
m

i= 1
Ei= I ( I为单位矩阵 ) ;

　　步骤 3　 令 x
k+ 1

= x
~ k,m

;

　　步骤 4　 k∶= k + 1,转步骤 2,直至收敛 .

　　注 1:将 S = { 1, 2,… ,n}划分为一些子集的并:

Si S( i = 1, 2,… ,m ) , S = S1∪ S2∪ … ∪ Sm ,其

中各子集可以是重叠的 ,也可以是非重叠的 ,定义

　　 Ei = (ek j ) =
Ti ,k = j∈ Si

0,其它
, i = 1, 2,… ,m ,Ti

> 0,∑
m

i= 1
Ti = 1.

　　因此 ,在计算中只须计算对应于 ( Ei ) j≠ 0的分

量 ( xk, i )j ,因而减少了计算量 ,提高了计算效率 .

2　收敛性分析

　　先引入问题 ( 0. 1)的可行性集合的定义 .

　　定义 2. 1
[5 ]
　称 Fea = {z∈ R

n
: z≥O, Az - F

≥ 0}为问题 ( 0. 1)的可行性集合 .

　　引理 2. 1[6 ]　若 A为一已知 M-矩阵 ,则线性互

补问题 ( 0. 1)有唯一解 x
* .

　　引理 2. 2　在矩阵 A的分裂 A= Mi - Ni中 ,令

Mi =

D1 0 0

0 A
-
i 0

0 0 D2

,其中 ,A-i 为 A相应于子标集 Si

所对应的主子式矩阵 , D1 ,D2为 A相应于子标集 S -

Si所对应的主子式矩阵或相应的对角阵 ,则 Mi为 M-

矩阵 ,且有 E iMi= MiE i .

　　证明　由引理的条件及 A为 M-矩阵可知 , D1 ,

D2 ,A-i 均为 M-矩阵 ,则 Mi=

D1 0 0

0 A
-
i 0

0 0 D2

也为 M-

矩阵 , E i=

0 0 0

0 Ii 0

0 0 0

,直接计算可得 E iMi= MiE i .

　　引理 2. 3　设 x
* 为问题 ( 0. 1)的解 ,如果 x

~ k , i - 1

= x
* ( 1≤ i≤ m ) ,则有 x

k, i = 0.

　　证明　因为 x
* ∈ Fea为问题 ( 0. 1)的唯一解 ,

故 x
* ≥O, Ax* - F≥ 0, ( x* - O) T ( Ax* - F) =

0. 从而 0 - Ok , i = (x* - O)≥ 0, Mi  0 - F
k, i =

( Ax
* - F )≥ 0. 两式相乘 ,有

0≤ ( 0 - Ok , i ) T ( Mi  0 - F
k, i ) = (x* - O) T ( Ax

* -

F ) = 0.这说明 0是问题 ( 1. 1)的解 ,由于 Mi为 M-矩

阵 ,问题 ( 1. 1)只有唯一解 ,故 x
k , i
= 0.

　　引理 2. 4　设 x
k , i 为 ( 1. 1)的解 ,如果 x

~ k , i- 1∈

Fea,则 x
k, i
≤ 0, i = 1, 2,… ,m .

　　 证明 　 因为 x
~ k , i- 1

∈ Fea, 所以 x
~ k, i- 1

≥ O,

Ax
~ k, i - 1

- F≥ 0,即 0≥O- x
~ k, i- 1

= O
k, i
, Mi  0≥ F

- Ax
~ k, i- 1

= F
k , i
,这说明 0是 ( 1. 1)可行集合中的 1个

元 ,由于 Mi 是 M-矩阵 ,故子问题 ( 1. 1)的解 x
k, i
是其

可行性集合中的最小元 ,从而有 x
k , i
≤ 0, i = 1, 2,… ,

m .

　　引理 2. 5　如果 x
~ k , i- 1∈ Fea ,则 x

~ k , i ∈ Fea;从

而若 x
k ∈ Fea ,则 x

k+ 1∈ Fea.

　　 证明 　 因为 x
~ k , i- 1 ∈ Fea, 所以 x

~ k, i- 1≥ O,

Ax
~ k, i - 1 - F≥ 0,于是有

　　 x
~ k, i = x

~ k, i- 1+ Eix
k , i≥ x

~ k, i- 1+ Ei (O- x
~ k , i- 1 ) =

O+ ( I- Ei )x
~ k , i- 1

- ( I- Ei )O= O+ (I-

E i ) (x~
k, i- 1

- O)≥O,

　　 Ax
~ k , i - F= A (x~ k , i - 1+ E ix

k, i ) - F= Ax
~ k , i - 1 -

F+ AEix
k , i = Ax

~ k, i- 1 - F+ MiE ix
k, i - NiE ix

k , i =

Ax
~ k, i - 1 - F+ EiMix

k , i - NiEi x
k, i≥ Ax

~ k , i - 1 - F -

E i (Ax
~ k, i- 1 - F ) - NiEi x

k, i = ( I- E i ) (Ax
~ k , i - 1 -

F ) - NiEix
k , i
≥ 0,

其中最后一个不等式利用了 I≥E i , ( Ax~
k, i- 1

- F )≥

0,xk , i≤ 0及 Ni≥ 0. 这就证明了 x
~ k, i ∈ Fea.

　　此外 ,如果 x
k ∈ Fea ,则由算法 1. 1可知 x

~ k, 0 =

x
k ∈ Fea ,由上面的证明可得: x~ k , i ∈ Fea , i = 1, 2,

… ,m ,所以 x
k+ 1 = x

~ k ,m ∈ Fea. 证毕 .

　　定理 2. 6　如果 x
0∈ Fea ,则由算法 1. 1产生的

序列 {xk }收敛于问题 ( 0. 1)的唯一解 x ,而且对 k

≥ 0,有 x
k
∈ Fea ,x≤ x

k+ 1
≤ x

k
.

　　证明　如果 x
0
∈ Fea,则由引理 2. 5可知 , k

≥ 0,有 x
k ∈ Fea;又由 x

~ k, i = x
~ k , i- 1 + Ei x

k, i及引理

2. 4可知 x
k+ 1

= x
~ k ,m
≤ x
~ k ,m- 1

≤…≤ x
~ k, 0

= x
k
. 由于

{ x
k
}单调递减有下界 ,故收敛 .设 x

k
→ x

*
(k→ ∞ ) ,

则显然 x
*
≤ x

k
( k≥ 0) .

　　 另由引理 2. 4知 x
k, i≤ 0,故 lim

k→∞
x
k , i≤ 0, x~ k, i =

x
~ k, i- 1+ Eix

k , i ( i = 1, 2,… ,m )及 x
k+ 1 = x

~ k ,m ,两边分

别取极限 ,可得 lim
k→∞

x
k, i
= 0. 于是由 ( 1. 1)可推出

　　 x
* - O≥ 0, Ax

* - F≥ 0, (x* - O) T ( Ax
* -

F ) = 0.

　　这说明 x
* 是问题 ( 0. 1)的解 ,由于 A是 M-矩

阵 ,因而可知 ( 0. 1)的解是唯一的 ,所以 x = x
*
.

3　收敛速度分析

　　采用加权最大模分析迭代算法 1. 1的迭代误差 .

　　定义 3. 1[8 ]　设 w∈ R
n是一正向量 ,对任意的

向量 y∈ R
n ,称‖ y‖ w = max

1≤ j≤ n
|

yj
wj
|为向量 y的加权
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最大模 ;称 ‖ A‖ w = sup
‖ y‖ w= 1

{ ‖ Ay‖ w|y∈ R
n
}为矩

阵 A的加权最大模 .

　　引理 3. 1[7 ]　令 A= Mi - Ni ( i = 1, 2,… ,m )是

A的正则分裂 ,Ei 为前面所定义的对角阵 ,令 T= ( I

- EmM
- 1
m A ) ( I- Em- 1M

- 1
m- 1A )… ( I- E 1M

- 1
1 A ) , 那么

对任意满足 e> 0的向量 w = A
- 1
e> 0,d(T )≤‖ T

‖ w < 1,而且 I- E iM
- 1
i A≥ 0( i = 1, 2,… ,m ) ,其中d

(T )表示 T的谱半径 .

　　引理 3. 2[9 ]　设 P是一矩阵 ,w是一个正向量 , r

为一个正数 ,使得|P|w≤ rw ,则有 ‖ P‖ w≤ r ,而

且对任意的 x ,有‖ P x‖ w≤ r‖ x‖ w .如果上述不等

式严格成立 ,则有 ‖ P‖ w < r .

　　引理 3. 3　设 y
k , i
= x

k , i
+ x
~ k, i- 1

,那么 y
k , i
是下

述线性互补问题的解:

　　

y≥O,

Mi y - F
~ k , i≥ 0,

( y - O)
T
( Mi y - F

~ k , i
) = 0,

其中 ,F~ k , i = F+ Nix
~ k , i- 1 .

　　证明　由 y
k, i的定义可知: yk , i - O= x

k , i +

x
~ k, i- 1 - O= x

k , i - Ok, i ;且

　　 Mi y
k, i
- F
~ k, i

= Mi x
k, i
+ Mix

~ k , i- 1
- F
~ k , i

=

Mi x
k, i
+ Mix

~ k , i- 1
- ( F+ Ni x

~ k, i- 1
) = Mix

k , i
+

(Mi- Ni ) x~ k , i - 1 - F = Mix
k , i + ( Ax~ k, i- 1 - F ) =

Mi x
k, i - F

k, i .

　　由 ( 1. 1)式知结论成立 .

　　引理 3. 4　设 x
* 是问题 ( 0. 1)的唯一解 ,记 y

k, i

= x
k, i
+ x
~ k, i- 1

,则有

　　 Mi|yk, i - x
*|≤ Ni|x~ k , i- 1 - x

* |.

　　证明　分 3种情况证明 .

　　 ( 1)若 ( y
k, i
)j > (x

*
) j ,由于 x

*
≥O,则有 ( y

k , i
) j

> (O) j .由引理 3. 3可得 Miy
k , i
- F
~ k , i

= 0;由于 x
*
为

( 0. 1)的解 ,故 Ax
* - F≥ 0. 将上两式相减 ,可得

(Miy
k, i
- F
~ k, i

) - ( Ax
*
- F )≤ 0. 所以

　　 (Mi y
k , i
- F - Nix

~ k , i- 1
) - ( Ax

*
- F ) =

Mi y
k , i
- Nix

~ k , i - 1
- (Mi - Ni ) x

*
= Mi ( y

k , i
-

x
* ) - Ni (x~ k , i - 1 - x

* )≤ 0,

即 Mi |yk , i - x
* |≤ Ni ( x~ k, i- 1 - x

* )≤

Ni|x~ k, i- 1 - x
* |.

　　 ( 2)若 (y
k, i
) j < (x

*
) j ,这说明 (x

*
)j > (O) j . 由

引理 3. 3可得 Mi y
k , i
- F
~ k, i
≥ 0,且 x

*
是问题 ( 0. 1)的

解 ,故 Ax
*
- F = 0,以下类似 ( 1)的证明方法可知结

论成立 .

　　 ( 3)若 ( yk, i )j = ( x* ) j ,此时由于 Mi为 M-矩阵 ,

则 Mi的非对角元非正 ,所要求证明的不等式左边非

正 ,且其右边是非负的 ,显然不等式成立 .

　　引理 3. 5　设X
k, i
= x
~ k , i

- x
*
( i = 1, 2,… ,m ) ,

其中 ,x* 为 ( 0. 1)的唯一解 ,那么有 |Xk , i|≤ ( I -

E iM
- 1
i A )|X

k, i- 1|, i = 1, 2,… ,m.

　　证明　根据算法 1. 1可知

　　 0≤|Xk, i|= |x~ k , i - x
* |= |x~ k, i- 1 + E ix

k, i -

x
*|≤|Xk , i- 1 - EiXk , i - 1|+ |Ei (Xk , i - 1+ x

k , i )|=

|( I- E i )‖ Xk , i - 1|+ |E i‖ x
~ k , i- 1 - x

* + x
k , i|=

( I- Ei )|Xk , i- 1|+ Ei |yk , i - x
* |≤ ( I-

E i )|Xk, i- 1|+ EiM
- 1
i Ni|x~ k , i- 1 - x

* |= ( I-

E i )|X
k, i- 1
|+ EiM

- 1
i Ni|X

k , i- 1
|= ( I- E i+

E iM
- 1
i Ni )|Xk , i- 1|= ( I- Ei (M- 1

i (Mi -

Ni ) ) )|Xk , i - 1|( I- E iM
- 1
i A )|X

k, i- 1|.

　　 上面的第三个不等式是根据引理 3. 3及引理

3. 4得到的 .

　　定理 3. 1　设Xk = x
k - x

* 为算法 1. 1的迭代

误差 , x
*
是问题 ( 0. 1)的唯一解 ,则

　　 0≤|Xk+ 1|≤ T|X
k|,

其中 , T= ( I - EmM
- 1
m A ) ( I - Em- 1M

- 1
m- 1A )… ( I -

E 1M
- 1
1 A )为一非负矩阵 ,并且存在 1个正向量 w和一

个正数 r∈ ( 0, 1) ,使得 ‖ T‖ w≤ r ,于是有

　　‖Xk+ 1‖ w≤ ‖ TX
k‖ w≤ r‖Xk‖ w .

　　 证明　 由引理 3. 1知 T= ( I- EmM
- 1
m A ) ( I-

Em- 1M
- 1
m- 1A )… ( I- E 1M

- 1
1 A )为一非负矩阵 ,由引理

3. 5及算法 1. 1,有

　　|X
k+ 1
|= |x

k+ 1
- x

*
|= |x~

k ,m
- x

*
|= |X

k ,m
|≤

( I - EmM
- 1
m A )|X

k ,m- 1|≤ ( I - EmM
- 1
m A ) ( I - Em- 1

M
- 1
m- 1A )|X

k, m- 2
|…… ≤ ( I- EmM

- 1
m A) (I-

Em- 1M
- 1
m- 1A)… ( I- E 1M

- 1
1 A )|X

k, 0
|= T|X

k
|.

　　因此 ,再由引理 3. 1及 3. 2引理可知结论成立 .

　　推论 3. 1　对任意的初始值 x
0
,算法 1. 1产生的

迭代解序列 {xk }收敛于问题 ( 0. 1)的解 .

　　推论 3. 1说明了算法的全局收敛性 .

4　算例分析

　　以下两个算例考虑两重分裂情形:

　　 M1=
A
-
1 0

0 D1

,M2=
D2 0

0 A
-
2

.

其中 , A-1 ,A-2 ,D1 ,D2的定义同引理 2. 2,算法的迭代终

止原则为 ‖ x
n+ 1

- x
n
‖ ∞≤ 10

- 6
.

　　例 1　考虑如下线性互补问题:

　　 x≥ 0, Ax - F≥ 0, x T ( Ax - F ) = 0,

其中 , F = ( 1, 1,… , 1) T .
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A=

　 3 - 1 　 0 … 　 0 　 0

- 1 　 3 - 1 … 　 0 　 0

　 0 - 1 　 3 … … 　 0

… … … … … …

　 0 　 0 　 0 … 　 3 - 1

　 0 　 0 　 0 … - 1 　 3 n× n

;

　　本文的乘性 Schw ar z算法 ( M SA)与投影逐次超

松弛的迭代次数的数值比较如表 1所示 .

表 1　乘性 Schwarz方法与投影 SOR方法的比较

Table 1　 The comparison of multiplicative Schwarz algor ithm

and projected SOR algorithm

维数
Dimensionality

PSOR(ω= 0. 85)
(ω= 0. 85) M SA

n = 10 31 8

n = 50 32 3

n = 100 40 2

n = 500 41 3

　　例 2　考虑如下线性互补问题 [10 ]: z≥ 0,q+ M

z≥ 0, z
T
(q+ Mz ) = 0.

其中 ,q = (- 1, - 1,… , - 1) T .

M=

1 2 2 … 2 2

2 5 6 … 6 6

2 6 9 … 10 10

… … … … … …

2 6 10 … U1 U2

2 6 10 … U3 U4 n×n

;

其中 ,U1 = 4( (n - 1) - 1) + 1;U2 = 4n - 2;U3= 4n

- 2;U4 = 4(n - 1) + 1.

　　该问题的精确解为 z
* = ( 1, 0,… , 0) T ,本文提

出的乘性 Schw arz方法与 PJacobi (投影雅可比 )、

PSOR(投影逐次超松弛 )的数值比较如表 2所示 .

　　这 2个算例很好地说明乘性 Schw ar z算法具有

很好的有效性 .

表 2　乘性 Schwarz方法与 PJacobi、投影 SOR方法的比较

Table 2　 The comparison of mult iplicative Schwarz algo-

rithm, projected Jacobi algorithm and projected SOR

algorithm

维数
Dimensionality

P Jacobi PSOR(k= 0. 85) MSA

n = 6 16 20 7

n = 13 63 20 5

n = 50 150 28 4
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氮化硅陶瓷性能增强的原因

　　过去 20年中 ,氮化硅陶瓷的高温应用被广泛研究。添加稀土元素能改进氮化硅陶瓷的机械和物理性能 ,但

是人们不了解这是为什么 ,以及为什么有些稀土元素比其他元素的效果更好。Alexander Zieg ler和同事研究指

出 ,这些原子的位置在氮化硅基体晶粒和薄粒间相的界面。他们表示 ,氮化硅晶粒有许多空悬键 ,稀土原子就附

着到这些键上。附着的位置取决于稀土原子的大小、电子位形以及界面是否有氧 ,最后影响到陶瓷的强度。

Alexander zx ieg ler和同事的研究帮助解释了为什么某些稀土原子比其他原子能更好地改进氮化硅陶瓷的机

械性能。

(据《科学时报》 )　　
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