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摘要:提出基于目标收敛法的整数规划求解方法 .该求解方法从整系数目标函数值一定为整数这一性质出发 ,对

目标函数值进行逐步约束 ,使得每一步迭代均在上一步问题的可行域中割去一块不包含原规划问题整数可行解

的区域 ,从而使可行域逐步缩小最终得到整数最优解 .目标收敛法还可与割平面法、分枝估界等方法结合起来使

用 ,从而加速求解过程 .
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Abstract: A new method fo r solving integ er prog ramming , Object Converg ence Approach, is

presented. Based on the fea ture that the value o f the objectiv e function must be integ ral if the
coef ficients of the objectiv e function a re all integ ral, the method const rains the value of the

objectiv e function step by step. In each step, a region, no t containing feasible integ ral points of

the o riginal prog ramming , is cut f rom the feasible region, which diminishes g radually unti l the

optimal point is obtained. Also , the method can be combined w el l wi th branch and bound
method and cut ting plane approach to accelerate the solving pro cess.
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　　在现实生活、工业应用中 ,线性系统模型是最为

常见的数学模型之一 ,而解决线性系统模型最为成

熟、广泛的理论和方法是线性规划 .在与现实相结合

时 ,某些线性问题则需加上整数变量的约束 ,如:人员

指派、零件个数、航空港管制等 .这类整数规划问题不

是在原规划问题上求解后再取整那么简单 ,仅仅用单

纯形法来求解或许只是徒劳 .目前最常用的整数规划

求解方法是 R. E. Gomo ry 1958年提出的割平面法

和 20世纪 60年代初 Land Doig和 Dakin提出的分

枝定界法 [1, 2 ] .但是 2种方法在某些问题下会出现收

敛非常慢的情况 .

　　最近整数规划在一些电子和计算机问题处理中

发挥出了较好的优势
[3, 4 ]

,为提高问题解决的效率 ,再

次激发了对整数规划理论的进一步研究 [5 ] .本文提出

目标收敛法的思想 ,与一般整数规划问题不同的是 ,

它不是从约束条件下手 ,而是通过约束原问题目标值

的取值范围去逼近整数解 ,这样在很多问题上解的收

敛速度会有大大提高 .更重要的是 ,目标收敛法不与

传统的整数规划问题冲突 ,它可以和经典的割平面

法、分枝定界法完好地结合起到加速作用 .在算法实

现上也只需要在原有程序上稍加修改即可 .

　　本文将以目标函数、约束条件中所有常量都为整

数的纯整数规划问题作讨论 ,其标准形式为:

　　 Max　 z = CX ,

　　 s. t.　AX = B ,

其中 ,X≥ 0, X为整数向量 ; C、B为整数向量 ; A为整

数矩阵 .

　　对于不是所有常量都为整数的情况 ,可以通过把

它化为整系数标准形 (所有常量为整数 ):把问题先化

为线性规划标准形式 ,然后再将其系数不全为整数的

条件或目标函数式分别乘以一个适当的整数使系数

整数化 ,如:
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　　 Max　 z = x 1+
2
3 x

2 ,两边乘上 3, M ax　 z′= 3z

= 3x 1 + 2x2 ,

　　 s. t.　 x 1+
3
2 x

2 + x 3 = 7,两边乘上 2, s. t. 2x 1

+ 3x 2 + 2x3 = 14,

　　 2x 1+ x 2 + x4 = 9, 2x 1 + x2 + x 4 = 9,

其中 ,x 1 , x 2 , x3 ,x 4≥ 0,整数 ,x 1 , x 2 , x3 ,x 4≥ 0,

整数标准形式—— →整系数标准形式 .

　　为提高目标收敛法的收敛速度 ,本文不但要将它

整数化 ,还要将它最小整系数化 .另外 ,对于文中未给

出定义的有关规划方面的术语均参照文献 [2, 6 ]的定

义 ,本文部分计算实例来自这两篇文献 .

1　目标收敛法

　　本文把欲求解的整数规划问题中暂不考虑变量

为整数要求的优化问题称之为原问题的松弛问题 .

　　若求解整系数标准化后的松弛问题得到 z′的最

大值 z 0 ,且 z 0为一个非整数 ,这时再考虑变量为整数

的要求 ,由于目标函数式右边为整数组合 ,一定为整

数 ,故 z′也只能为整数 .这样 z′的最优整数解不可能

取到 z 0 ,最多只能取到 [z 0 ] ( [x ]表示不大于 x的最大

整数 ) .若在 z′= [z 0 ]上没有整数解 ,则 z′只能为

[z 0 ] - 1或更小的整数 .这就是本文提出的目标收敛

法的主体思想 .

　　由此归纳出目标收敛法的基本步骤:

　　步骤 1　将问题整系数标准化 ;

　　步骤 2　对原问题的松弛问题进行求解 ,若得到

符合要求的整数解 ,这时也一定有目标值为 z 0整数 ,

则原问题解决 ,停止 ;否则进入步骤 3;

　　步骤 3　 添加一约束条件 ,分如下 2种情况:

　　 (Ⅰ )加上约束条件 z′≤ m , [z 0 ]≥ m∈ Z , z 0为

上一步求得的最优解 .然后可结合割平面法或分枝估

界等其他方法的约束再对新问题求解 .求解中满足下

列情况之一则停止 ,否则再进行步骤 3;

　　 1)求得最优解为整数解 ,则为原问题的解 ,停

止 .

　　 2)问题根本无解 ,则原问题也无解 ,停止 . (如果

是和分枝估界法结合使用 ,则指的是这个分枝上原问

题无解 ) .

　　 (Ⅱ )加上约束条件 z′= m , [z 0 ]≥ m∈ Z , z 0为

上一步求得的最优解 ,并且能保证在 z′> m下无整数

解 .在此约束下:

　　 1)可行域内有整数点 ,则此次点为原问题的解 ,

停止 .

　　 2)可行域为空集 ,则原问题无解 ,停止 .

　　 3)可行域不为空 ,但也无整数可行点 ,则再进行

步骤 3.

　　本文把 (Ⅱ )中这种目标收敛法称为目标定值探

进法 ,目标定值探进法在后文中有较详细的讨论 .

2　目标收敛与分枝估界法结合解的实例

　　这里给出 (Ⅰ )目标收敛法结合分枝估界法解一

个实例问题 .

　　例 1　求纯整数线性规划:

　　 Max　 z = x 1+
2
3
x 2 ,

　　 s. t.　 x1 + 3
2
x 2≤ 7,

　　 2x 1+ x 2≤ 9, x1 ,x 2≥ 0,整数 .

　　解　整系数标准化后的松弛问题 (P0 )如下:

( P0 )　 Max　z′= 3z = 3x 1 + 2x 2 ,

s. t.　 2x1 + 3x 2+ 2x3 = 14,

2x 1 + x2 + x 4 = 9,

x 1 , x 2 , x3 ,x 4≥ 0.

　　记此松弛问题 ( P0 )的可行域为 D0 .用单纯形法

对 ( P0 )求解 ,求得:

　　 X
( 0)

= (
13
4 ,

5
2 ) ;

　　 z′0 =
59
4

= 14. 75.

　　由 (Ⅰ )目标收敛思想并取 m = [z 0 ]可得约束条

件: z′≤ 14,即 3x1 + 2x 2≤ 14.

　　又由分枝估界法的思想: X ( 0) 中 x 1 =
13
4
,将 D0

分解为 2个子集 .分解引入 2个约束: x 1≥ 4和 x 1≤

3得子问题 ( P1 )、 ( P2 ):

　　子问题 ( P1 ):

　　 Max　 z′= 3x1 + 2x 2 ,

　　 s. t.　X ∈ D0 ,

　　 3x 1+ 2x 2≤ 14,

　　 x1≥ 4.

　　子问题 ( P2 ):

　　 Max　 z′= 3x1 + 2x 2 ,

　　 s. t.　X ∈ D0 ,

　　 3x 1+ 2x 2≤ 14,

　　 x1≤ 3.

　　 ( P1 )最优解 X
( 1)和最优值 z′为:

　　 X
( 1) = ( 4, 1) , z′1 = 14.

　　 ( P2 )最优解 X
( 2)和最优值 z′为:

　　 X
( 2) = ( 3,

5
2
) , z′2 = 14.

　　事实上 , ( P1 )的解已满足要求 ,可以停止计算 ,

( P2 )也不必计算 .原问题的解为:

　　 X = ( 4, 1) , z =
1
3
z′=

14
3
.
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　　此问题若只用分枝估解法求解 ,得 ( P2 )的解为:

　　X
( 2) = ( 3, 8

3
) , z′2 = 14, 33.

　　这样它还将继续引入 2个约束: x 2≥ 3和 x 2≤ 2,

将 ( P2 )分解为 ( P3 )、 ( P4 ) 2个子问题 .其分枝关系如

图 1所示 .分枝估界法共需进行 5次计算 ,而目标收

敛 + 分枝估界则只需 2、 3次即可 .图 2给出了 2种解

法的可行域分割比较 .

图 1　分枝估解法求解的分枝关系
　　 Fig. 1　 The so lv ed branch relation by branch and bound

method

　　目标收敛+ 分枝估界法在每次规划计算中都要

多加一个约束条件 ,但这个约束的变量系数与目标的

变量系数一样 ,也就是说在单纯形表计算中有两行几

乎一样 ,这样在单纯形计算中并不会带来很大的计算

量 .由此可见 ,目标收敛法在一定程度上可起加速作

用 .

( a)

( b)

图 2　可行域比较
Fig . 2　 The com parision o f feasible region

　　 ( a )目标收敛+ 分枝估界 ; ( b)分枝估界法

　　 ( a ) Object converg ence approach+ branch and bound, ( b)

Branch and bound me thod

3　目标函数式的最小整系数化

　　有时松弛问题 (或者上一步计算 )的解并不满足

整数要求 ,但目标值却为整数 .很显然这种情况下 ,下

一步计算中 m的取值很难确定 (特别是在 (Ⅰ )方法

中 ,取 m = [z 0 ]则是无用约束 ,取 m < [z 0 ] ,又很难

保证在 z′> m下无整数解 ) .为了确保在目标收敛法

中 m直接取值 [z 0 ] (或在 (Ⅱ )方法中 z′= m = [z 0 ]

- 1)能起到较理想的效果 ,这里提出在整系数标准

化的同时对目标函数式最小整系数化 ,也就是使得目

标函数式右边各变量的系数最大公约数为 1.

　　例 2　求纯整数线性规划

　　 Max　 z = 40x1 + 90x 2 ,

　　 s. t.　 9x 1+ 7x 2 + x3 = 56,

　　 7x 1+ 20x2 + x4 = 70,

　　 x1 ,x 2 ,x 3 , x 4≥ 0,

　　 x1 ,x 2整数 .

　　解 　直接对它用分枝估解法来求解 ,则可得:

　　 ( P0 )的解为: X = ( 4. 81, 1. 82) , z = 356;

　　 ( P1 )的解为: X = ( 5, 1. 57) , z = 341;

　　 ( P2 )的解为: X = ( 4, 2. 1) , z = 349;

　　……
　　一共进行 7次计算 ,直到得出最优整数解 ,其目

标值均为整数 .这样 ,计算中目标收敛法很难起到好

的作用 .但如果把目标值最小整系数化为:

　　 z′=
z
10

= 4x 1+ 9x2 ,

这样求解可得: z′0 = 35. 6,然后取 z′≤ 35.

　　由此求解得: z
′
1 = 34. 1, z

′
2 = 34. 9,然后取 z′≤

34.由这一步 (即第 4步 )计算就可以得到 X = ( 4,

2) , z = 10× z′= 340的最优整数解 .

　　 另外 ,目标值最小整系数化对 (Ⅱ )的目标定值

探进法的加速意义也是明显的 .

4　目标定值探进法

　　事实上很多整数规划问题的最优解 (目标值 )与

它的松弛问题的最优解相差不会太大 ,或者说当目标

值小于某个定值时即使有整数解其意义也不会很大 .

在这种情况下 ,如果逐步取可能存在整数解的目标值

去试探是否存在整数解 ,可能很快得到结果 .

　　在取定一个目标值之后 ,求满足所有约束条件

的整数解有很多方法 ,可展开较详细的讨论 ,这里仅

仅给出一种思想 .

　　 取定一个目标值相当于把可行域限制到一个超
平面上 ,这个超平面与原规划问题的可行域相截 ,截

得的一个平面凸区域就是这个目标值下的可行域 .只

要求解这个平面凸区域内 (包含边上 )是否有整数点

即可 .把这个平面图形的所有顶点 (即加目标值约束

后所有可行基 )求出来 ,根据凸图形性质去判断是否

有整点 .

　　例 3　求纯整数线性规划

　　 Max　 z = 3x 1 + 5x 2 ,

　　 s. t.　 - 5x1 + x 2≥ 0,

　　 - x 2≥- 3,

16 Guangxi Sciences, Vol. 12 No. 1, Februa ry 2005



　　 x 1 , x2≥ 0,整数 .

　　解　用单纯形法求解 .

　　X
( 10) = ( 0. 6, 3) , z 0 = 16. 8.

　　根据定值探进法 ,取 z = 16,即 3x 1+ 5x 2 = 16,

得条件 ( 1):

　　

- 5x 1 + x2≥ 0,

- x 2≥ - 3,

3x 1 + 5x2 = 16,

x 1 , x2≥ 0,

( 1)

而条件 ( 1)下的可行域为 (
1
3 , 3)、 (

4
7 ,

20
7 )两点间线

段 ,没有整数点 ,从而再取 z = 15,得条件 ( 2):

　　

- 5x 1 + x2≥ 0,

- x 2≥ - 3,

3x 1 + 5x2 = 15,

x 1 , x2≥ 0,

( 2)

条件 ( 2)下的可行域为 ( 0, 3)、 ( 15
28

, 75
28

)两点间线段 ,

有一个整数点 ,停止计算 .这时最优整数解为: X =

( 0, 3) , z = 15.

　　例 3中从松弛问题的最优值 16. 8到 15共进行 2

步定值探进 .第一步定值为 16,第二步定值为 15.如

果把第一步定值为 15,则可直接得出条件 ( 2)下的 2

个可行基 ( 0, 3)、 (
15
28

,
75
28

) .这 2个基点与上一步 (即第

0步松弛问题 )所得的点 ( 0. 6, 3)三点构成的凸包内

只有 ( 0, 3)一个整数点 ,这样也可以得出最优解 .但

这种做法可能会造成漏解 ,比如说第一步定值为 14,

则:

　　

- 5x 1 + x2≥ 0,

- x 2≥ - 3,

3x 1 + 5x2 = 14,

x 1 , x2≥ 0,

( 3)

条件 ( 3)得出两可行基为 ( 0,
14
5
)、 (

1
2
,

5
2
) . 而 ( 0,

14
5
)、 ( 1

2
, 5
2
)、 ( 0. 6, 3)三点构成的凸包内就不包含

( 0, 3)这个点 .尽管如此 ,但这探进的步长还是可以

做到自己控制来加速 .

5　对混合整数线性规划的处理

　　对混合整数线性规划也还是先最小整系数标准

化 ,然后将目标函数式化为左边为 z和非整数变量 ,

以及等式右边则全为整数变量的形式 ,即:

　　z + ∑
k

i= 1
al

i
xl

i
= ∑

n

j= k+ 1
al

j
x l

j
 u,

其中 , l1 , l2…… ln为 1, 2…… n的一个排列 ,xl j ( j = k

+ 1,k+ 2…… n )为整数 , xl
i
( i = 1, 2,…… k )无整数

要求 .

　　这样可知 u一定为整数 .若松弛问题所求得的解

代入上式得 u0不为整数的话 ,则按分枝估解法的思

想分别引入 2个约束 u≥ [u0 ]+ 1和 u≤ [u0 ] ,然后

再对 2个子问题分别对 u进行目标收敛即可 .

6　结束语

　　由目标收敛法的思想可以看出 , (Ⅰ )方法无外乎

在逐步求解中添加一些 (约束目标值 )条件 ,这些条件

可能将问题的可行域多割去一块 .只要保证这多割去

的一块不可能存在满足条件的整数解即可 .而 (Ⅱ )目

标定值探进法则从最优解的角度出发在保证不漏解

的情况下逐步把可行域分成小可行域 ,再检查该可行

域内是否有可行解 .由线性规划的可行域为凸集的性

质可知在目标收敛法 (如目标定值探进在某特定值

下 )出现无解 (包括无非整数解 )时 ,则无需计算下去 ,

以后将也不存在解 .这说明了目标收敛法的可行性 .

其实目标收敛法的思想也可以理解为把目标值 z也

看成一个整数变量 ,也对其进行分枝估界 ,只是对大

于最优值的那一分枝是肯定无解的 ,所以直接舍去 .

　　目标收敛法与其它整数规划方法能完好结合 ,在

不改变其它方法的性质的基础上给于加速 ,这也是其

较好的特性之一 .
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