
收稿日期: 2004-03-25

作者简介:吴群英 ( 1961-) ,女 ,广西柳州人 ,教授 ,博士 ,主要从事概

率论与数理统计研究。

* 广西自然科学基金 (桂科基 0339071)和广西教育厅 (桂教科研

[2003 ]22号 )资助项目。

广西科学 Guangxi Sciences 2005, 12( 1): 10～ 13

全稳定广义生-灭最小 Q过程的构造*

The Minimal Q-Process for a Stable Extended

Birth-DeathQ-Matrix

吴群英 ,林　亮

Wu Qunying , Lin Liang

(桂林工学院数理系 ,广西桂林　 541004)

( Dept. of M ath.& Ph y. , Guilin Univ. of Tech. , Guilin, Guangxi , 541004, China )

摘要:结合分解定理 ,研究全稳定广义生 -灭最小 Q过程的具体构造 .最小 Q过程对所有 Q过程的构造以及研究

Q过程的性质起到极其重要的作用 .
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Abstract: A new st ructure wi th special cata st rophe property is imposed to o rdina ry Birth-Death

pro cesses. The minimal Q -process fo r a stable ex tended birth-dea th Q -matrix w ith

catastrophes is established. The minimalQ-process is very important fo r the constructions and

the properties of all kinds o fQ-process.
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　　设状态空间 E = { 0, 1, 2,… } , Q-矩阵具有形式

　　Q=

- q0 c1 c2 c3 c4 …

d1 U1 λ1 0 0 …

d2 _ 2 U2 λ2 0 …

d3 0 _ 3 U3 λ3 …

… … … … … …

, ( 0. 1)

其中 ,U1 = - (λ1+ d1 ) ;Ui = - (λi+ _ i + di ) , i≥ 2;

λi > 0,di≥ 0,ci≥ 0, i≥ 1;_ i > 0, i≥ 2.如 q0 <∞ ,

则 Q是全稳定的 , Q过程一定存在 ,例如 Feller最小 Q

过程
[1～ 4 ]

;否则 Q是单瞬时的 ,这时 ,Q过程不一定存

在
[4～ 8 ]

. ( 0. 1)式的 Q-矩阵可以看成具有突变率 di的

广义生 -灭过程 (特别当 d1 > 0,c1 > 0; di = 0,ci = 0,

i≥ 2时 ,Q即为通常的生 -灭过程 ) .有关生 -灭过程

的研究已获得许多深刻的理想结果 ,其主要结果被总

结在侯振挺等
[4 ]
的专著 .近几年我们系统研究具有

( 0. 1)式的 (拟 )Q-矩阵 ,取得了一系列的结果 ,关于

单瞬时情形 Q过程存在的充分必要条件 ,Q过程的构

造及其性质的结果见文献 [5～ 8 ] ,全稳定广义生 -灭

Q过程的收敛性质见文献 [9, 10 ].本文在文献 [11]的

基础上 , 结合分解定理研究全稳定广义生 -灭最小 Q

过程的具体构造 .由于最小 Q过程在 Q过程理论中占

据重要位置 ,所以具体构造出最小 Q过程很有意义 .

1　若干引理

　　设 E为可列集 ,ME表示定义在 E上的有界列向

量的全体 , LE表示定义在 E上的可和行向量的全体 .

设 Q是给定的一个定义在 E上的 Q-矩阵 ,J(λ)是一

个相应的 Q过程 .

　　定义 1. 1　称定义在 E上的行向量Z(λ) ,λ> 0

是关于J (λ)的一个广义行协调族 (简称广行族 ) ,如

果下列 2条满足:

　　　 0≤Z(λ)∈ LE ,λ> 0;

　　　Z(λ) - Z(_ ) = (_ - λ)Z(λ)J(_ ) ,λ,_ > 0.

　　关于J(λ)的广义行协调族的全体记作 LJ(λ) .特

别 ,当 Q全稳定 ,J(λ)为最小 Q过程H(λ)时 ,相应的

广义行协调族称为标准行协调族 ,简称为行协调族 ,

行协调族的全体记作 LH(λ) .

　　称定义在 E上的列向量a(λ) ,λ> 0是关于J(λ)

的一个广义列协调族 (简称广列族 ) , 如果下列 2条

满足:

　　 0≤a(λ)∈ ME ,λ> 0;
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　　a(λ) - a(_ ) = (_ - λ)J(λ)a(_ ) ,λ,_ > 0.

关于J(λ)的广义列协调族的全体记作 MJ (λ) .同样有

MH(λ) 的含义 .

　　从定义可知 ,广义协调族与J(λ)关于参数λ可

交换 ,即恒有

　　Z(λ)J(_ ) = Z(_ )J(λ)

及　J(λ)a(_ ) = J (_ )a(λ) .

　　定义 1. 2　称Z(λ)及a(λ)是关于J(λ)的广义

共轭协调对 ,如果下列 2条满足

　　Z(λ) ∈ LJ (λ) ,a(λ)∈ MJ(λ) ;

　　a(λ)≤ 1 - λJ(λ) 1.

　　关于J(λ)的广义共轭协调对全体记作 DJ (λ) .同

样可理解共轭协调对 DH(λ) .

　　记 E0 = E - { 0} ,QE
0
= {qij ; i , j∈ E0 }是 Q在

E0上的限制 ,QE
0
是无限非保守广义生灭矩阵 ,它具

有下形式

　　QE
0
=

U1 λ1 0 …

_ 2 U2 λ2 …

0 _ 3 U3 …

　… 　… 　… 　…

.

其中 ,U1 = - (λ1+ d1 ) ;Ui = - (λi+ _ i + di ) , i≥ 2.

　　引理 1. 1[11 ]记

　　z 1 = 0, z 2 =
1
λ1

,… , zn =
1
λ1

+ … +
_ 2_ 3…_ n- 1

λ1λ2…λn - 1
,

n≥ 3, z lim
n→∞

zn =
1
λ1 + ∑

∞

n= 2

_ 2_ 3…_n - 1

λ1λ2…λn ;

　　c1 = 1,cn =
λ1λ2…λn- 1

_ 2_ 3…_n
,n≥ 2.

则方程 QE
0
u = 0的解 u存在且解为

　　ui = u1 + ∑
i - 1

j= 1
(zi - z j )d jujcj . ( 1. 1)

方程　 (λI - QE
0
)u = 0,λ> 0

的解 u (λ)存在且解为

　　ui (λ) = u1 (λ) + ∑
i - 1

j= 1
(zi - z j ) (λ+ dj )uj (λ)cj .

( 1. 2)

　　引理 1. 2[11 ]　设 u (λ)是方程 (λI - QE
0
)u = 0,

λ> 0的解 ,即由 ( 1. 2)式给出 ,令

　　vi (λ) = ui (λ)∑
∞

j= i

z j+ 1 - z j
u j (λ)uj+ 1 (λ)

, i≥ 1,

　　h*i j (λ) =
ui (λ)vj (λ)cj , j > i ,

vi (λ)uj (λ)cj , j≤ i .
( 1. 3)

则h
*
(λ) = {h

*
ij (λ) ; i , j∈ E0 }是最小 QE

0过程 .

　　引理 1. 3
[4 ]
(分解定理 )　设给定了 E上的一个

拟 Q-矩阵 Q,b∈ E ,令 E1 = E \ {b} ,如果存在一个

QE
1
过程J(λ)及一个关于J (λ)的共轭广义协调对

　　 (Z(λ) ,a(λ) )∈ DJ(λ) ,

满足以下 3条 .

　　 lim
λ→+ ∞

λ(Z(λ) ,a(λ) ) = (e ,ε) ; e = (qbj ; j∈ E1 ) ,

X= (qjb ; j∈ E1 ) T ;

　　 lim
λ→+ ∞

λ[Z(λ) , 1 - a] <+ ∞ ;

　　当 qb <+ ∞时 ,要求 lim
λ→+ ∞

λ[Z(λ) , 1 ]≤ qb ;

　　当 q = + ∞时 ,要求 lim
λ→+ ∞
λ[Z(λ) , 1]= + ∞或等

价地 lim
λ→+ ∞

λ[Z(λ) ,a] = + ∞ ,则 Q是 E上的 Q-矩阵 .

换而言之 ,必存在 E上的 Q过程 .其 Q过程可如下构

造:

　　如 qb <+ ∞ ,取常数 c= qb - lim
λ→+ ∞
λ[Z(λ) ,a].

　　如果 qb = + ∞ ,取常数 c≥ lim
λ→+ ∞

λ[Z(λ) , 1- a].

然后 ,令

　　 rbb (λ) = (c+ λ+ λ[Z(λ) ,a] )- 1 ,

　　 R (λ) =
0 0

0 J(λ)
+ rbb (λ)

　1

a(λ)
( 1,Z(λ) ) ,

则 R (λ)就是一个 Q过程 .且 R (λ)诚实的充分必要条

件是

　　a(λ) = 1 - λJ(λ) 1, r00 (λ) = (λ+ λZ(λ) 1)- 1.

　　 定义 1. 3　 Q-矩阵 Q= {qi j ; i , j∈ E }称为不可

约的 ,若对每一个 i和 j≠ i ,存在逐个不同的 i0 = i ,

i 1 ,… , in- 1 , in = j ,使得 qi
0
i
1
qi

1
i
2
… qi

n- 1
i
n
≠ 0.

　　显然 ,形如 ( 0. 1)的 Q-矩阵不可约的充分必要

条件是存在 i , j ,使 ci > 0,d j > 0,本文设 Q是不可约

的 ,否则 , Q可转化为一般生灭 (拟 )Q-矩阵来处理 .

　　引理 1. 4　设 Q不可约 , 则

　　h
*
i j  lim

λ→ 0
h
*
i j (λ) < ∞ , i , j≥ 1. ( 1. 4)

　　证明　由 vi (λ) ,ui (λ)的定义及 ( 1. 3)有

　　h
*
i j =

uiujcj∑
∞

k= j

z k+ 1 - z k

ukuk+ 1
, j > i ,

uiujcj∑
∞

k= i

z k+ 1 - z k

ukuk+ 1
, j≤ i.

所以要证h
*
i j <∞ , i , j≥ 1,只要证∑

∞

n= 1

zn+ 1 - zn

unun+ 1
<

∞即可 ,因 Q不可约 ,即 di不全为零 ,不妨设 d1≠ 0,

由 ( 1. 1)知 un≥ z nd1 ,由此得

　　∑
∞

n= 1

zn+ 1 - zn
unun+ 1

≤ 1
d
2
1
∑
∞

n= 1

zn+ 1 - zn
znz n+ 1

≤ 1
d
2
1
<∞ .

2　最小 Q过程的构造及其性质

　　 本节通过引理 1. 2给出的最小 QE
0
过程H

*
(λ) ,

以及引理 1. 3给出的分解定理构造出最小 Q过程 .

　　定理 2. 1　设H(λ)是最小 Q过程 ,则H(λ)可如

下构造

　　H(λ) =
0 0

0 H
*
(λ)

+ r00 (λ)
　1

a(λ)
( 1　Z(λ) ) ,
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( 2. 1)

其中H
*
(λ)是最小 QE

0过程 ,即由 ( 1. 3)给出 ,

　　Z(λ) = eH
*
(λ) , e = (q0j ; j∈ E0 ) = (c1 , c2 ,… ) ,

　　a(λ) = 1 - λH* (λ) 1,

　　 r00 (λ) = (c+ λ+ λZ(λ) 1)
- 1
,

　　 c= q0 - ∑
∞

i= 1

ci . ( 2. 2)

　　证明　因 eH* (λ) 1≤ e1 /λ< ∞ ,所以Z(λ)∈

LH* (λ) ,从而由文献 [4]引理 4. 1. 4得

　　 (Z(λ) ,a(λ) )∈ DH* (λ) ,

以及λZ(λ) ( 1 - a) < ∞且与λ无关 ,这里

　　a lim
λ→ 0
a(λ) .

又因　∑
∞

i= 1
ciλh

*
i j (λ)≤∑

∞

i= 1
ci < ∞ ,

所以由控制收敛定理及标准性条件得

　　 lim
λ→+ ∞
λZj (λ) = lim

λ→+ ∞∑
∞

i= 1
ciλh*ij (λ) =

∑
∞

i= 1

ci lim
λ→+ ∞
λh*i j (λ) = ∑

∞

i= 1

ciWij = cj .

又因H* (λ)是 B型的 ,所以

　　 (λI - QE
0
) ( 1 - λH* (λ) 1) = λ1 - QE

0
1 -

λ1 = - QE
0
1 = ( d1 ,d2 ,… ) T = (qj0 ; j∈ E0 ) T d.

所以

　　λ( 1 - λH
*
(λ) 1) = d + QE0 ( 1 - λH

*
(λ) 1) ,

故　 lim
λ→+ ∞

λa(λ) = lim
λ→+ ∞

λ( 1 - λH
*
(λ) 1) =

d + lim
λ→+ ∞

QE
0
( 1 - λH

*
(λ) 1) . ( 2. 3)

由 Q条件 ,以及因

　　∑
k≠ i

qik∑
∞

j= 1

h*kj (λ) ≤ ∑
k≠ i

qik /λ≤ qi /λ < ∞ ,

h
*
ij (λ)↓ 0,λ→+ ∞ ,

由控制收敛定理 , 单调收敛定理得

lim
λ→+ ∞∑

∞

j= 1

λh*i j (λ) = lim
λ→+ ∞∑

∞

j= 1

(Wi j + ∑
∞

k= 1

qikh*kj (λ) ) =

lim
λ→+ ∞

( 1+ ∑
∞

j= 1
∑
k≠ i

qikh*kj (λ) - ∑
∞

j= 1

qih*i j (λ) ) = 1+

∑
k≠ i
∑
∞

j= 1
qik lim
λ→+ ∞

h
*
kj (λ) - ∑

∞

j= 1
qi lim
λ→ + ∞

h
*
ij (λ) = 1,

所以　 lim
λ→+ ∞
λH* (λ) 1 = 1. ( 2. 4)

再由控制收敛定理得

　　 lim
λ→+ ∞

QE
0
( 1 - λH

*
(λ) 1) =

QE0 lim
λ→+ ∞

( 1 - λH
*
(λ) 1) = 0.

代入 ( 2. 3)即得

　　 lim
λ→+ ∞
λa(λ) = d.

由文献 [4]引理 4. 1. 3知λZ(λ) ( 1- a) = lim
_→ 0
_Z(_ ) 1,

下证

　　 lim
_→ 0
_Z(_ ) 1= 0. ( 2. 5)

先证　Y(λ) e - λeH
*
(λ)∈ LH* (λ) . ( 2. 6)

显然 Y(λ) 1≤∑
∞

i= 1
ci < ∞ ,即 Y(λ) 是可和的 . 又由

H
*
(λ)的预解方程得

　　 (λ- _ )Y(λ)H
*
(_ ) = (λ- _ ) ( e -

λeH* (λ) )H* (_ ) = (λ- _ ) eH* (_ ) - (λ-

_ )λeH
* (λ)H* (_ ) = (λ- _ ) eH

* (_ ) - λe (H* (_ ) -

H
*
(λ) ) = e - _ eH

*
(_ ) - ( e - λeH

*
(λ) ) = Y(_ ) -

Y(λ) .

　　故 ( 2. 6)成立 ,由此得出Y(_ )关于 _单调下降 ,

从而

_ eH
* (_ )关于_单调上升 ,即_ eH

* (_ )的每一个分量

_∑
∞

i= 1

cih*i j (_ )关于 _单调上升 ,由单调收敛定理得

　　 lim
_→ 0
_Z(_ ) 1 = lim

_→ 0
_ eH* (_ ) 1=

lim
_→ 0
∑
∞

j= 1
∑
∞

i= 1
ci_h

*
i j (_ ) = ∑

∞

j= 1
lim
_→ 0
∑
∞

i= 1
ci_h

*
i j (_ ) ,

又由　_∑
∞

i= 1

cih*i j (_ )≤∑
∞

i= 1

ci < ∞ ,

所以在上式用控制收敛定理 ,且由引理 1. 4,即 ( 1. 5)

式得

　　 lim
_→ 0
_Z(_ ) 1= ∑

∞

j= 1
lim
_→ 0∑

∞

i= 1
ci_h

*
i j (_ ) =

∑
∞

j= 1
∑
∞

i= 1
ci lim
_→ 0
_h*ij (_ ) = 0.

故 ( 2. 5)成立 ,从而得

　　λZ(λ) ( 1 - a) = 0,

由上式 ,控制收敛定理及 ( 2. 4)得

　　 lim
λ→+ ∞

λZ(λ)a= lim
λ→+ ∞

λZ(λ) 1= lim
λ→+ ∞

λeH
*
(λ) 1=

lim
λ→+ ∞∑

∞

i= 1
ci∑
∞

j= 1
λh

*
i j (λ) = ∑

∞

i= 1
ci lim
λ→+ ∞∑

∞

j= 1
λh

*
ij (λ) =

∑
∞

i= 1
ci ,

所以　 lim
λ→+ ∞

λZ(λ)a= q0 - c,

且　 c= q0 - ∑
∞

i= 1

ci≥ 0= lim
λ→+ ∞

λZ(λ) ( 1 - a) .

　　故由分解定理知由 ( 2. 1)式定义的H(λ)是 Q过

程 .又因H* (λ)是 B型和 F型的 ,由文献 [4 ]引理 4.

1. 7,引理 4. 1. 8知在H(λ)构造中的Z(λ) ,a(λ)的取

法是最小的 ,故 H(λ)是最小 Q过程 .定理证毕 .

　　 定理 2. 2　H(λ)诚实的充分必要条件是 q0 =

∑
∞

i= 1

ci .充分必要条件是 Q是保守的 .

　　证明　由引理 1. 3给出的分解定理及定理 2. 1

的证明过程知 ,H(λ)诚实的充分必要条件是
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　　 c= 0,

由 ( 2. 2) ,上式等价于

　　q0 = ∑
∞

i= 1

ci .

　　显然这又等价于 Q是保守的 .定理证毕 .
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