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多项式 xn - bx- a的二次不可约因式*

The Irreducible Quadratic Factorizations of the

Polynomial xn- bx- a
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摘要:设 n > 4, f b ( x ) = xn - bx - a∈ Z [x ],其中 a,b≠ 0,n∈ N , a ,b∈ Z . 讨论 b = ± 1时 f b ( x )的二次不

可约因式 .证明: x 6 - x - a在 Z [x ]中没有二次不可约因式 ;若 f - 1 (x )在 Z [x ]中有二次不可约因式 ,除了 n≡

2( mod 3) ,a = - 1,g ( x ) = x 2+ x + 1情况外 ,必有 n = 5,a = ± 6或 n = 13, a = ± 90,且 g ( x ) = x 2± x +

2.
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Abstract: Let n > 4, f b (x ) = x
n - bx - a∈ Z [x ] wi th a,b≠ 0,n ∈ N , a ,b∈ Z. We have

discussed the irreducible quadratic factoriza tions of the polynomial f b (x ) wi th b = ± 1. W e

proved that: x
6 - x - a has no t i rreducible quadratic factorizations in Z [x ]; f - 1 (x ) has an

i rreducible quadratic facto riza tion g (x ) in Z [x ] w itch is monic, then ei ther n≡ 2( mod 3) ,a

= - 1,g ( x ) = x
2 + x + 1 , o rn = 5,a = ± 6, or n = 13,a = ± 90,g ( x ) = x

2± x + 2.

Key words: polynomial , i rreducible quadratic facto riza tions, primitiv e divisors, interg ral

co ef ficient , Lucas numbers

　　设 Z ,Z [x ]分别是整数及整系数多项式的集合 ,

n是大于 4的整数 ,对于非零整数 a和 b,三项式 f b (x )

= x
n - bx - a在 Z [x ]上的因式分解与工程技术中

很多实际问题有着密切的联系 [1 ] .对此 , Ribenbiom [2 ]

证明了:对于任意给定的 n、 b,当|a|> C1 (n ,b )时 ,

f b (x )没有在 Q上不可约且首项系数等于 1的不可约

二次整系数因式 ,这里 C1 (n,b)是与 n、b有关的可有

效计算的常数 .陈宏基
[ 3]
证明了: b = 1时 ,除了 n≡

2( mod 6)且 a = - 1外 ,若 f 1 (x )有二次不可约因

式 ,则必有 n≤ 512880.杨仕椿 [ 4]证明了:若 f b (x )有

二次不可约因式 ,除去 f 1 (x )中 n≡ 2( mod 6) ,a = -

1和 f - 1 ( x )中 n≡ 2( mod 3) ,a = - 1,必有 n <

max ( 8|b|/7, 512870) .

　　最近 ,乐茂华 [5 ]给出当 n > 6时 f 1 (x )的精确结

论 .由于 Rabinowi tz[ 6]早已明确: 当 n = 5时 , f 1 (x )

仅当 a = ± 15,± 22440或± 2799640有二次不可约

因式 .于是 f 1 (x )的二次不可约因式仅剩下 n = 6未

解决 .本文给出了 n = 6时 , f 1 (x )的二次不可约因式

以及 f - 1 (x )的完整结论 .

1　相关引理

　　设 g ( x ) = x
2
- sx + t是 Z [x ]上的二次不可

约因式 ,且 g ( x )的根为T,U,则

　　T= (s+ s
2 - 4t ) /2,U= (s - s

2 - 4t ) /2,

( 1)

其中 , s2 - 4t为非平方数 .

　　 引理 1
[4 ]　多项式 f b (x ) = x

n - bx - a有二次

不可约因式 g (x )的充要条件是:

　　b = T
n
- U

n

T- U
,a = T

n
+ U

n

2
- b(T+ U)

2
. ( 2)

　　引理 2
[4 ]　若多项式 f - 1 (x ) = x

n + x - a有二

次不可约因式 g (x ) ,则

　　 ( i) n≡ 2( mod 3) ,a = - 1,g ( x ) = x
2+ x+ 1;

　　 ( ii) g cd(s , t ) = 1,T/U不是单位根且T
n
- U

n

T- U
= - 1.
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　　设T和U是代数整数 .如果T+ U和TU都是互素

的非零整数 ,而且T/U不是单位根 ,则数组 (T,U)称为

1个 Lucas对 .

　　又设 a = T+ U, c= TU.此时 ,

　　T= (a + λ b ) /2,U= (a - λ b ) /2, ( 3)

其中 ,b = a
2 - 4c,λ∈ { - 1, 1}.如此的整数组 (a,b)

称为 Lucas对 (T,U)的参数 .当 2个 Lucas对 (T1 ,U1 )

和 (T2 ,U2 )满足T1 /U1 = T2 /U2 = ± 1时 ,称 (T1 ,U1 )与

(T2 ,U2 )是等价的 .

　　对于给定的 Lucas对 (T,U) .整数

　　Um = Um (T,U) =
Tm - Um

T- U
,m = 0, 1, 2,… ( 4)

统称为与 (T,U)对应的 Lucas数 .显然 ,当 Lucas对

(T1 ,U1 )与 (T2 ,U2 )等价时 ,对于任何非负整数 m都有

Um (T1 ,U1 ) = ± Um (T2 ,U2 ) .

　　 当 m > 1时 , 如果素数 p 适合 p|Um 以及

p bU1… Um- 1 ,则称 p是 Lucas数 Um的本原素因数 .

　　引理 3
[ 7]　设 m是适合 4 < m≤ 30且 m≠ 6的

正整数 .如果 Lucas数 Um (T,U)没有本原素因数 ,则

(T,U)是下列参数的 Luca s对 (a,b)或与其等价的

Lucas对:

　　 ( i ) m = 5, (a ,b) = ( 1, 5) , ( 1, - 7) , ( 2, - 40) ,

( 1, - 11) , ( 1, - 15) , ( 12, - 76) , ( 12, 1364) ;

　　 ( ii ) m = 7, (a ,b) = ( 1, - 7) , ( 1, - 19) ;

　　 ( iii) m = 8, (a ,b ) = ( 1, - 7) , ( 2, - 24) ;

　　 ( iv ) m = 10, (a ,b) = ( 2, - 8) , ( 5, - 3) , 5, -

47) ;

　　 (v ) m = 12, (a ,b) = ( 1, 5) , ( 1, - 7) , ( 1, -

11) , ( 1, - 15) , ( 1, - 9) , ( 2, - 56) ;

　　 (vi ) m ∈ { 13, 18, 30} , (a ,b) = ( 1, - 7) .

　　引理 4
[8 ]
　当 m > 30时 , Lucas数 Um (T,U)都有

本原素因数 .

2　主要结果及其证明

　　定理 1　 x
6
- x - a在 Z [x ]上没有二次不可约

因式 .

　　此外 ,利用 Lucas数的本原素因数的存在性的有

关结果 ,对于 f - 1 (x ) ,证明了:

　　定理 2　 f - 1 (x ) = x
n
+ x - a在 Z [x ]上若有

二次不可约因式 ,除去 n≡ 2( mod 3) ,a = - 1, g (x )

= x
2+ x+ 1情况外 ,仅当 n = 5,a = ± 6或 n = 13,

a = ± 90时 ,有二次因式 g ( x ) = x
2
± x + 2.

　　定理 1的证明　设 x
6
- x - a在 Z [x ]上有二

次不可约因式 g ( x ) = x
2 - sx+ t , s , t∈ Z , 且 g (x )

的根为T,U,从引理 1可知存在适当的整数 s, t ,使得

　　
T6 - U6

T- U
= 1 ( 5)

成立 .由于T+ U= s ,TU= t ,从 ( 5)式可得

　　
T

6
- U

6

T- U = (T+ U) [ (T+ U)
4
- 4TU(T+ U)

2
+

3T
2
U

2
] = s (s

4
- 4s

2
t + 3t

2
) = 1. ( 6)

　　从 ( 6)式知

　　 s = ( 1 - t ) ( 1 - 3t ) = ± 1, t≠ 0, ( 7)

但 ( 7)式无解 .于是 x
6 - x - a在 Z [x ]上没有二次

不可约因式 .定理 1证毕 .

　　 定理 2的证明　从引理 2可知 ,T/U不是单位

根 , gcd(s , t ) = 1,且满足

　　
Tn - Un

T- U
= - 1,n≠ 2( mod 3) . ( 8)

　　 于是T+ U= s ,TU= t ,可知 (T,U)是参数为 (s ,

s
2
- 4t )的 Lucas对 .从 ( 8)式知 Lucas数 Un (T,U)满

足 Un (T,U) = - 1.所以 Lucas数 Un (T,U)没有本原

素因数 .根据引理 4,得到 n≤ 30.再由引理 3,故只须

考虑 n = 5, 7, 8, 10, 12, 13, 18或 30的情形:

　　 1)当 n = 5, (± s , s
2
- 4t ) = ( 1, 5) , ( 1, - 7) ,

( 2, - 40) , ( 1, - 11) , ( 1, - 15) , ( 12, - 76)或 ( 12,

1364) ,分别有 U5 = 5, - 1, 5, 1, 5, 1或 1;

　　 2)当 n = 7, (± s , s2 - 4t ) = ( 1, - 7)或 ( 1, -

19) ,分别有 U7 = ± 7或 1;

　　 3)当 n = 8, (± s , s2 - 4t ) = ( 1, - 7)或 ( 2, -

24) ,分别有 U8 =  3或± 128;

　　 4)当 n = 10,由于 (T+ U)|T
10
- U

10

T- U
= - 1,由

引理 3知T+ U= ± 2或± 5,矛盾 ;

　　 5)当 n = 12, (± s , s2 - 4t ) = ( 1, 5) , ( 1, - 7) ,

( 1, - 11) , ( 1, - 15) , ( 1, - 19)或 ( 2, - 56) ,分别

有 U12 = 0,± 45,± 160, 231,  3024或

 23452;

　　 6)当 n = 13, 18或 30,此时 (± s , s2 - 4t ) = ( 1,

- 7) ,由于 U13 = - 1,U18 = ± 85,U30 =  24475.仅

当 n = 13时 a = ± 90,此时 g (x ) = x
2
± x + 2.

　　此外 ,运用用类似于定理 1的方法 ,可知 n = 6时

无解 .定理 2证毕 .

　　综上所述 ,除去 n≡ 2( mod 3) ,a = - 1,g ( x ) =

x
2 + x + 1情况外 , f - 1 ( x )仅当 n = 5,a = ± 6或 n

= 13,a = ± 90时 ,有二次因式 g ( x ) = x
2± x + 2.
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　　 c= 0,

由 ( 2. 2) ,上式等价于

　　q0 = ∑
∞

i= 1

ci .

　　显然这又等价于 Q是保守的 .定理证毕 .
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