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索赔为稀疏过程的风险模型
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摘要　保费收取过程为 Poisson过程时 , 利用 Poisson 过程在随机选择下的不变性 , 讨论索赔为稀疏过程的风险模

型的破产概率 , 并证明 Lundberg 不等式和破产概率的一般公式.

关键词　风险模型　稀疏过程　复合 Poisson过程　鞅　调节系数　破产概率

中图法分类号　O211.67

Abstract　Based on the Poisson premium process , we utilize the property which Poisson process maintains

under the ramdon selection.The ruin probability is discussed with respect to which the claims are thinning

process.The Lundberg inequality and the common formula for the ruin probability are proved.
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　　经典的 Lundberg-Cramé r风险模型:

　　R
0
t =u +ct -∑

N
t

i=1
Y i , t ≥0 , (1)

其中 , u ≥0;c是一正值常数;{Yi , i ≥1}是独立同分

布的随机变量序列(简记为 i.i.d.r.v.′s),具有共同

的分布函数 F(y), F(0)=0 , EY i =μ>0 ,且 μ<

∞.{Nt , t ≥0}是一具有强度 λ的齐次 Poisson过程

(ENt =λt).假定 N ={N t , t ≥0}与 Y ={Yi , i ≥

1}相互独立.

　　实际背景:

　　(Ⅰ)u 表示保险公司的初始资本 , c 表示保险公

司单位时间征收的保险费率;

　　(Ⅱ)Yi ≥0 , i ≥1为个体索赔额;

　　(Ⅲ)Nt , t ≥0表示至时刻 t止索赔总次数;

　　(Ⅳ)∑
N
t

i=1

Y i 表示至时刻 t止索赔总额;

　　(Ⅴ)R
0
t 表示保险公司在时刻 t的盈余.

　　经典风险模型通常假定保险公司经营环境为常

值环境而建立 , 而保费收取过程是时间 t 的线性函

数 ,保费率 c是一恒定不变的常数 ,而且索赔过程与

保费收取过程是相互独立进行.由于任何风险事业都

是在随机环境中进行 ,个体的经济情况 、保险观念的

转变以及可能发生的自然灾害等等决定了保费率应

是随机变量.另外 ,气候等生活环境因素决定着保费

收取过程也应是随机过程 ,并且索赔过程与保费收取

过程应有一定的相依关系.假定每个保单持有者索赔

与否为相互独立 ,持保人以相同概率索赔 ,那么索赔

计数过程是一稀疏过程 ,且具有 Poisson过程在随机

选择下的不变性[ 1] .根据上述情况 ,本文对经典模型

(1)进行推广 ,即考虑把保费收取过程看成 Poisson过

程 ,而索赔计数过程为稀疏过程 ,并在此基础上加以

研究.

　　下面首先建立模型并准备一些预备引理 ,接着证

明 Lundberg 不等式和破产概率的一般公式.除特别

说明外 ,本文沿用文献[ 2 ,3]的术语和记号 ,基本的概

率空间(Ψ, F , P)假定是完备的 ,以下涉及的所有随

机过程(变量)都定义于(Ψ, F , P)上.

1　风险模型

　　为简便起见 ,记M ={Mt , t ≥0}的 p-稀疏过程

为M
p ={Mp

t , t ≥0},现改变模型(1)中的一些术语 ,
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考虑下面的风险过程:

　　R t =u +∑
M
t

i=1

ci -∑
M
P

t

i=1

Yi ≡u +S
p
t , t ≥0 , (2)

其中 ,M ={Mt , t ≥0}是一具有强度 α的齐次

Poisson过程 ,即 EMt =αt;Mt表示至时刻t止收到的

保单数;C ={ci , i ≥1}是 i.i.d.r.v.′s ,其共同分布

函数为 G(x),G(0)=0 ,记 Eci =υ>0 , ci表示每张

保单的保费 , ∑
M
t

i=1
ci表示至时刻 t的总保费收入.假定

过程M 与C 相互独立 ,并与 Y 也相互独立.Mp =

{Mp
t , t ≥0}是一具有强度 pα的齐次 Poisson过程[ 1] ,

即 EM
p
t =pαt ,M

p
t 表示至时刻 t止索赔总次数 , ∑

M
p
t

i=1
Yi

表示至时刻 t止索赔总额.Rt , S
p
t 分别表示保险公司

在时刻 t的盈余资本和盈利 ,并称{R t , t ≥0}、{Sp
t , t

≥0}分别为盈余过程 、盈利过程.模型(2)中其他术

语的含义同模型(1), 此时称模型(2)为索赔为稀疏

过程的风险模型.

2　相关引理和定义

　　引理1　(Ⅰ)X(t)=∑
M
t

i=1
ci , Y(t)=∑

M
p

t

i=1
Yi均为

复合 Poisson过程;

　　(Ⅱ)EX(t)=EMtEci , EY(t)=EM
p
tEY i;

　　(Ⅲ){Sp
t , t ≥0}具有平稳独立增量性.

　　证明 　证明过程见文献[ 4] .

　　保险公司为运作上的安全 , 要求 ES
p
t >0 , 即

EMtEci -EM
p
tEY i =(υα-pαμ)t >0.

　　定义 1　相对安全负载

　　ρ=
υ
pμ
-1 , ρ>0.

　　引理 2　lim
t※∞

Rt =∞, a.s..

　　证明 　显然 t ※∞时 ,Mt ※∞,M
p
t ※∞,所以

据强大数定律和文献[ 6] 知 ,

　　 lim
t※∞

R t

t
= lim

t※∞
(
∑
M
t

i=1
ci

t
-
∑
M
p
t

i =1
Y i

t
)=

lim
t※∞
(
∑
M
t

i=1

ci

Mt
·
Mt

t
)-lim

t※∞
(
∑
Mp
t

i=1

Y i

M
p
t
·
M

p
t

t
)=

αEci -pαEY i =αυ-pαμ>0 , a.s..

故 　 lim
t※∞
　Rt =∞, a.s..

　　但是 ,这并不排除在某一瞬时 ,盈余过程有可能

取负值 ,这时称保险公司“破产”.以下恒记 Tu为保险

公司首次破产的时刻 ,简称为破产时刻 ,即令

　　Tu =inf{t:R t <0}, inf  =∞.

　　本文研究的是保险公司的最终破产的概率

　　Χ(u)=P(Tu <∞|R0 =u),  u ≥0.

　　定义2　根据模型(2)的假定 ,定义 ci的Laplace

变换

　　 (r)=Ee-rci =∫
∞

0
e-rxdG(x), r >0.

　　定义 Yi 的矩母函数

　　MY(r)=EerY i =∫
∞

0
erydF(y),

并令 h(r)=MY(r)-1.

　　假设 (r)<∞,并存在 r
＊>0 ,使得 r ※r

＊时 ,

h(r)※∞,当然也允许 r
＊ =∞[ 2].

　　设 g(r)=α (r)(ph(r)+1)-α.

　　引理 3　对于盈利过程 S
p
={S

p
t , t ≥0},有

　　E(e-rS
p

t)=etg(r).

　　证明 　由模型的假定及全期望(条件数学期望)

公式 ,得

　　E(e-rS
p

t)=E[ exp(-r∑
M
t

i=1
ci +r ∑

M
p

t

i=1
Yi)] =

E{E[ exp(-r∑
M
t

i=1
ci +r ∑

M
p
t

i=1
Y i)|Mt]}=

∑
∞

n =0
E[ exp(-r ∑

n

i=1
ci)] ·E[ exp(r ∑

M
p
t

i=1
Y i)] ·P(Mt =

n)=∑
∞

n=0
(E e

-rc
i)

n
·
(αt)n

n ! e
-αt
·∑

n

k=0
E[ exp(r ∑

k

i=1
Y i)]

·

P(Mp
t = k)=∑

∞

n=0

(E e-rci)n (αt)
n

n !
e-αt ·

∑
n

k=0
(Ee

rY
i)

k
C
k
np

k
(1-p)

n-k
=∑

∞

n =0
 
n
(r)
(αt)

n

n ! e
-αt
·

(ph(r)+1)n =exp{α[  (r)(ph(r)+1)-1] t}=

etg(r).

　　引理4　方程g(r)=0存在唯一的正解R ,称之

为调节系数.

　　证明 　容易证明 g(r)在(0 , r＊)内是凸函数 ,

g(0)=0 , g′(0+)<0 ,又 r ※r
＊时 , g(r)※∞,所以

必存在唯一的正数 r使得g(r)=0 ,此时称方程 g(r)

=0的唯一正解 r 为调节系数 ,记之为 R ,并称方程

g(r)=0为调节方程.

　　引理5　设Mu(t)=exp(-rR t -tg(r)),那么

{Mu(t), Ft , t≥0}是鞅 ,其中 Ft=σ{S
p
v , v ≤t}.

　　证明　设 t ≥ s ,则
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　　E[ Mu(t)|Fs] =E[ exp(-rRt -tg(r))|F s] =

E[ exp(-rRs -sg(r)-r(R t-Rs)-(t-s)g(r))|

F s] =Mu(s)E[
e
-r(R

t
-R

s
)

e(t-s)g(r)
|F s] =Mu(s).

　　由{S
p
t , t ≥0}具有平稳独立增量性及引理 3可

知最后一个等式成立.

　　引理 6　Tu 关于 F t是停时.

3　主要结果

　　定理 1　在模型(2)中 , Lundberg 不等式成立:

Χ(u)≤e-Ru ,其中 R =sup
r>0
{r:g(r)≤0}.

　　证明 　任意选定 t 0 >0 ,则 t0 ∧ Tu为有界停时 ,

由有界停时定理及全期望公式 ,得

　　e-ru =Mu(0)=E[ Mu(t0 ∧ Tu)] =E[ Mu(t 0 ∧

Tu)|Tu ≤t 0] P{Tu ≤ t 0}+E[ Mu(t0 ∧ Tu)|Tu >

t0] P{Tu > t0}≥E[ Mu(Tu)|Tu ≤t 0] P{Tu ≤ t 0}.

(3)

　　因为在{Tu <∞}上 u +S
p
T
u
≤0 ,所以

　　P{Tu ≤ t0}≤
e-ru

E[ Mu(Tu)|Tu ≤ t 0]
≤

e-ru

E[ e-Tug(r)|Tu ≤ t 0]
≤e-ru sup

0≤t≤t
0

etg(r). (4)

在(4)式中令 t 0 ※∞,得

　　Χ(u)≤e-ru sup
t≥0

e tg(r).

　　为了获得尽可能满意的不等式 , 在限制条件

sup
t≥0

e tg(r)<∞下 ,选择尽可能大的 r ,并记之为 R.很

明显 R =sup
r>0
{r:g(r)≤0}.此时称 R为Lundberg指

数.根据前面调节系数的定义 ,此处的 R 也就是调节

系数.因此

　　Χ(u)≤e-Ru.

　　推论 1　在模型(2)中 ,若 G(x)=1 -e-ax ,

F(y)=1-e-by ,(a , b >0),则有

　　Χ(u)≤e
(ap-b)u

.

　　证明 　由相对安全负载条件可得 1/ a -p/b >

0 ,即 b >ap.在保费额 、索赔额各自服从指数分布的

情况下 , Lundberg 指数 R 满足的 调节 方程 为

α (R)[ ph(R)+1] -α=0 ,即

　　α∫
∞

0
e-Rx ·ae-axd x[ p(∫

∞

0
eRy ·be-bydy -1)+1]

-α=0 , a
a +R

( pR
b -R

+1)=1 ,

解得 　R =b -ap ,(R =0略去).

　　因此由定理得 　Χ(u)≤e(ap-b)u.

　　定理证毕.

　　定理2　在模型(2)下 ,设R为调节系数 ,则最终

破产概率为

　　Χ(u)=
e-Ru

E[ exp(-R ·RT
u
)|Tu < ∞]

.

　　证明 　在(3)式中 ,取 r =R 得

　　e
-Ru
= E[(e

-R·R
Tu |Tu ≤ t 0)] P(Tu ≤ t0)+

E[(e
-R·R

t
0)|Tu > t0] P(Tu > t 0). (5)

　　以 1A 表示集合A的示性函数 ,有

　　0 ≤E[ (e-R·R t
0)|Tu > t 0] P(Tu > t 0)=

E(e-R·R t
0 ·1{T

u
>t

0
})≤E(e-R·Rt0 ·1{R

t
0
≥0}).

　　由于 0 ≤e-R·Rt0 ·1{R
t
0
≥0}≤1 ,根据引理 2及控

制收敛定理 ,有

　　 lim
t
0
※∞

E[(e-R·Rt0)|Tu >t 0] P(Tu >t 0)=0 , a.s..

　　于是在(5)式两端令 t0 ※∞,便得

　　Χ(u)=P(Tu <∞)=

　　
e-Ru

E[ exp(-R ·RT
u
)|Tu <∞]

.

　　定理证毕.
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