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摘要　给出等幂和与 Bernoulli数的通解公式 , 从而改进了陈景润与黎鉴愚及文献[ 9] 的结果.
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Abstract　A formula is presented to obtain the general solution of the sum of equal powers and Bernoulli

numbers.The related programme is also revealed.The results improve the previous report in the relevant ref-

erence.
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1　关于等幂和的 M-N 表示

　　等幂和与 Bernoulli数在Bowen[ 1]猜想及判别素数

充要条件
[ 24]
等数论问题的研究中扮演着极为重要的

角色.等幂和问题自从 2000多年前希腊数学家阿基
米德开始 ,就吸引着许多数学家的兴趣 ,但直到 1984

年为止 ,国内外数学家才仅仅求得前 60 个 Bernoulli

数和前 13个等幂和公式[ 5] .1984年陈景润与黎鉴愚
获得了等幂和的M-N 表示 ,从而获得了前 30个幂和
公式.
　　定理 A[ 58] 　设 n , k 为自然数 ,M =2n +1 , N =
n(n +1),则有

　　S2k(n)=
M

4k +2∑
k-1

r=0
(-1)rA(k , r)N k-r ,

　　S2k+1(n)=∑
k-1

r=0
(-1)r A(k , r)

2(k +1 -r)
N
k-r+1 ,

其中 , A(k , r)是等幂和表为 N 的多项式的系数;

A(k ,0)= 1;A(k ,1)=
1
3 C

2
k;A(k ,2)=

1
60(7k -

1)C3k;

A(k ,3)=
1
630
(31k2 -27k -10)C4k;

A(k , 4)=
1
5040

(127k
3
-310k

2
+37k +90)C

5
k;

A(k ,5)=
1

166320(2555k
4
-12674k

3
+14161k

2
+

2486k -3864)C6k .
　　他们在证明定理时利用了复杂的递推公式 , 篇
幅很长 , 而且计算高次幂和公式时也不是很方便.
1993年王云葵与邓培民改进了陈景润与黎鉴愚的结
果 ,证明了:
　　定理 B[ 9] 　设 k ≥1 ,B 2k 是 Bernoulli数 ,则有
A(k ,0)=1 , A(k ,1)= k(k +1)/6 ,
A(k , r)=(C2k-r+1A(k , r -1)+C

2
2k+1A(k -

　　　1 , r))/ C22k-2r+1 ,(1 ≤ r ≤ k -1),

A(k , k -2)=3A(k , k -1)=(-1)k-16(2k +
　　　1)B2k ,

(1)

　　A(k , r)=∑
r

j=1
(-1)

j-1 C
2j
k-r+j

2j +1A(k , r -j), (2)

　　A(k , r)=
1

k +1∑
r

j=1
(-1)j-1C2j+1k+1 A(k -j , r -

j), (3)

　　A(k , k -r)=2(-1)k-1 ∑
[ r-1
2
]

j=1
C
r
2r-2j+1C

2j+1
2k+1B2k-2j ,

(4)

　　A(k , r)=(-
1
4
)r∑

r

j=0
(2-4j)B2jC

r-j
k-jC

2j
2k+1 , (5)
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　　∑
k

j=0
(2 -4

j
)B2jC

2j
2k+1 =0. (6)

　　陈瑞卿
[ 10]

、朱豫根和刘玉清
[ 11]
研究了等幂和的

系数 A(k , r)的递推关系 ,但这些结果均可由(1)(3)
推出.2001 年王云葵[ 12] 曾利用笔算获得前 110 个
Bernou11i数和前111个等幂和公式 ,但是工作相当繁
杂.为了能够快速准确地得到等幂和公式 ,本文改进
了陈景润与黎鉴愚及文献[ 9] 的结果 ,从而获得了等
幂和与 Bernoulli数的通解公式.

2　几个引理

　　引理 1　设 k , r , m 均为正整数 , k ≥ r ,则有
　　f(m)=C

2m
2k+1C

r-m
k-m -C

2m
2r+1C

r
k =

∑
m-1

j=0

4
m-j

C
j
mC

j
2jC

2j
2r+1C

r-m
r+m-jC

r+m-j
k

C
j
rC

j
2m

. (7)

　　证明 　 当 m = 1 时 , f(1)= C
2
2k+1C

r-1
k-1 -

C
2
2r+1C

r
k =(r(2k +1)-r(2r +1))Cr

k =4C
2
r+1C

r+1
k ,

即当 m =1时结论成立;假设当 m = s时结论成立 ,
则当 m = s +1时 ,
　　f(s+1)= C2 s+22 k+1C

r-s-1
k-s-1-C2s+22r+1C

r
k =

(2k -2s+1)(r- s)
(2s+1)(s+1)

C2 s2 k+1C
r-s
k-s -C2s+22r+1C

r
k =

(2k -2s+1)(r- s)
(2s+1)(s+1)

(f(s)+C2 s2 r+1C
r
k)-C2 s+22 r+1C

r
k =

(r- s)[ 2(k- r- s+j)+(2r-2j+1)]
(s+1)(2 s+1)

f(s)+

(
2k -2s+1
2r -2s+1

-1)C2 s+22 r+1C
r
k =

∑
s-1

j=0

2(r- s)(k - r- s+ j)4s-jCjsC
j
2jC

2j
2r+1C

2 s-j
r+s-jC

r+s-j
k

(s+1)(2s+1)CjrC
j
2s

+

∑
s-1

j=0

(r- s)(2r-2j+1)4s-jCjsC
j
2 jC

2j
2r+1C

2s-j
r+s-jC

r+s-j
k

(s+1)(2s+1)Cj
rC

j
2s

+

2(r+1)(r-s)
(s+1)(2s+1)

C2s2r+1C
r+1
k =

∑
s-1

j=0

4s+1-jCj
sC

j
2jC

2 j
2 r+1C

2 s+2-j
r+s+1-jC

r+s+1-j
k

CjrC
j
2s+2

+
4Cs

sC
s
2sC

2s
2r+1

CsrC
s
2 s+2

C
s+2
r+1C

r+1
k +

∑
s

j=1

(r- s)(2r -2j+3)4s+1-jCj-1
s Cj-1

2j-2C
2 j-2
2 r+1C

2s+1-j
r+s+1-jC

r+s-j
k

(s+1)(2s+1)Cj-1
r Cj-1

2 s
=

∑
s

j=0

4s+1-jCj
sC

j
2jC

2 j
2 r+1C

2 s+2-j
r+s+1-jC

r+s+1-j
k

CjrC
j
2s+2

+

∑
s

j=1

4s+1-jCj-1
s Cj

2 jC
2j
2r+1C

2s+2-j
r+s+1-jC

r+s+1-j
k

Cj-1r Cj2s+2
=

∑
s

j=1

4s+1-j(Cj-1
s +Cj

s)C
j
2jC

2j
2r+1C

2s+2-j
r+s+1-jC

r+s+1-j
k

C
j
rC

j
2 s+2

+

4s+1C2s+2r+sC
r+s+1
k = ∑

s

j=0

4s+1-jCj
s+1C

j
2jC

2j
2r+1C

2s+2-j
r+s+1-jC

r+s+1-j
k

CjrC
j
2s+2

,

此即当 m =s+1时成立 ,故对任意自然数 m ,(7)式
均成立.
　　引理 2　设 k , r ,m 均为正整数 , k ≥r +1则有

　　C
m
k-r-1 =

1
m !∑

m

j=0
(-1)j

b(m , j)km-j , (8)

其中 ,
b(m ,0)=b(0 ,0)=1 , b(m , m)=m !Cm

r+m

b(m , j)=b(m -1 , j)+(r +m)b(m -
　　　1 , j -1).

(9)

　　证明 　对 m 用数学归纳法证明.当 m =1时 ,
C
1
k-r-1 =k -(r+1)=b(1 ,0)k -b(1 ,1),即当 m =

1时结论成立 ,假设当 m =s时结论成立 ,则当 m =s

+1时 ,
　　(s +1)!Cs+1

k-r-1 =(k -r -s -1)s !Cs
k-r-1 =

(k -r -s -1)∑
s

j=0
(-1)

j
b(s , j)k

s-j
=

∑
s

j=0
(-1)jb(s , j)ks+1-j -(r + s +1)∑

s

j=0
(-1)jb(s ,

j)ks-j =∑
s

j=0
(-1)jb(s , j)ks+1-j +(r +s +1)∑

s+1

j=1
(-

1)jb(s , j -1)ks+1-j = k
s+1+∑

s

j=1
(-1)j(b(s , j)+(r

+s+1)b(s , j-1))k
s+1-j

+(-1)
s+1
(r+s+1)b(s ,

s)=k
s+1+∑

s

j=1
(-1)j

b(s+1 , j)ks+1-j +(-1)s+1b(s

+1 , s +1)=∑
s+1

j=0
(-1)

j
b(s +1 , j)k

s+1-j
,

故当 m =s+1时成立 ,即对任意自然数 m ,(8)式均
成立.

3　等幂和与 Bernoulli数的通解公式

　　定理1(等幂和的通解公式)　当1≤r ≤k ,1 ≤
j ≤ r时 ,设

　　aj =
4j

j !∑
r

m=j

(2 -4
m
)B2mC

j
r+j-mC

m-j
2m-2jC

2m-2j
2r+1

C
m+j
2m C

j
m+j

,

(10)

则 　A(k , r)=
1

(-4)r ∑
r

j=1
·

(∑
r

m=j

(2 -4
m
)B 2mC

j
r+j-mC

m-j
2m-2jC

2m-2j
2r+1

C
j
m+jC

m+j
2m

)4jCj
r+jC

r+j
k , (11)

　　A(k , r)=(-
1
4
)r∑

r

j=1
ajj !C

j
r+jC

r+j
k , (12)

　　A(k , r)=
(r +1)C

r+1
k

(-4)r ∑
r-1

j=0
aj+1j !C

j
k-r-1 , (13)

　　A(k , r)=
(r +1)Cr+1

k

(-4)r ∑
r

s=1
(-1)s ·

∑
s

j=1
(-1)

j
ar-j+1b(r -j , s -j)k

r-s
, (14)

　　S2k(n)=
M

4k +2
(Nk +∑

k-1

r=1
(∑

r

j=1
ajj !C

j
r+j ·

C
r+j
k )

N
k-r

4r
), (15)

　　S2k+1(n) =
N
k+1

2k +2
+ ∑

k-1

r=1
(∑

r

j=1
ajj !C

j
r+jC

r+j
k )

N
k-r+1

2(k +1 -r)4r
. (16)

　　证明 　由(6)式有∑
r

m=1
(2-4m)B2mC

2m
2r+1 =-1 ,

故由(5)与(7)式有
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　　A(k , r)=(-
1
4)

r
(C

r
k +∑

r

m=1
(2-4

m
)·

B2mC
r-m
k-mC

2m
2k+1)=(-

1
4
)
r ∑

r

m=1
(2-4

m
)·

B2m(C
r-m
k-mC

2m
2k+1 -C

2m
2r+1C

r
k) (17)

=(-
1
4)

r ∑
r

m=1
(2-4

m
)B2m·

(∑
m-1

j=0

4m-j
C
j
mC

2m-j
r+m-jC

j
2jC

2j
2r+1C

r+m-j
k

C
j
rC

j
2m

)=
1

(-4)r
·

∑
r

j=1
(∑

r

m=j

(2 -4m)B 2mC
j
r+j-mC

m-j
2m-2jC

2m-2j
2r+1

C
j
m+jC

m+j
2m

)4
j
C
j
r+jC

r+j
k ,

即得到(11)式 ,将(10)式代入(11)式即得到(12)式 ,
将(8)式代入(12)式即得到(14)式 ,再将(11)式代入
定理A即得到(15)与(16)式.
　　定理 2(Bernoulli数的通解公式)　当 k ≥3时 ,
则有

　　B2k =
2

(2k +1)4k ∑
k-1

m=1
(2 - 4m)B2m(k -

m)C2m-12k ,(k ≥2), (18)

　　B2k =
1

3(2k -1)(2k +1)4k-2∑
k-2

m=1
(4m -

2)B2m(2k -m)C2k-mC
2m-1
2k , (19)

　　B2k =
1

3(2k +1)(4k -2)∑
k-2

m=0
(4m -2)B2m(k -

m -1)(2k -2m +3)C2m2k+1 , (20)

　　B2k =
1

2k(2k +1)(4k -2)∑
k-1

m=1
(2-4m)B2m(4k -

2m +1)C
2m-1
2k ,(k ≥2), (21)

　　B2k =
1

(2k -1)4k -4k ∑
k-1

m=1
(2-4m)B2mC

2m-1
2k ,(k

≥2), (22)

　　B2k =
1

2(2k +1)∑
k-1

m=1
(2-4m)B2m[(2k -1)C

2m-1
2k-1

-2C
2m-1
2k ] ,(k ≥2). (23)

　　证明 　由(1)式有
　　A(k , k -2)=3A(k , k -1)=(-1)k-16(2k +
1)B2k ,

　　当 k ≥3时 ,由式(17)有

　　A(k , k -1)=(-
1
4
)k-1∑

k-1

m=1
(2-

4m)B2mC
1
k-mC

2m-1
2k ,

　　A(k , k -2)=(-
1
4
)k-2

2
2k -1 ∑

k-2

m=1
(2-

4m)B2m(2k -m)C2k-mC
2m-1
2k ,

由此即得(18)式与(19)式.再由(6)式 , (18)式及
(19)式即得(20)(23)式.
　　利用(1)式 ,(9)式和(14)式可给出 A(k , r)的计
算程序 ,从而可获得多个等幂和系数公式和等幂和公
式.
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