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摘要　给出 6 个二色 Van der Waerden 数 W(3 , q)的下界:W(3 , 4)≥18 , W(3 , 5)≥22 , W(3 , 6)≥ 32 , W(3 , 7)≥
46 , W(3 , 8)≥58 , W(3 , 9)≥76.
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Abstract　Six lower bounds of 2-color Van der Waerden numbers W(3 , q)are obtained:W(3 ,4)≥18 ,
W(3 ,5)≥22 ,W(3 ,6)≥32 ,W(3 ,7)≥46 ,W(3 ,8)≥58 ,W(3 ,9)≥76.
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1　Van der Waerden数的存在性

　　定义1　Van der Waerden数是具有下述性质的最
小正整数 W:给定 n ≥2个正整数 k1 , k2 , … , kn ,在自

然数集 [ W] ={1 ,2 , … ,W}的任意 n- 部分拆
πn([ W] )={S1 , S2 , … ,Sn}中 ,必有一个子集S i(1 ≤

i ≤n)含 ki个元素构成等差数列.

　　Van der Waerden定理[ 13]证明了上述正整数 W的

存在性.我们记这样的 Van der Waerden数为 W(k1 ,
k 2 , …, kn),并称之为 n 色 Van der Waerden数.特别

地 ,当 k 1 =k 2 =…kn = k 时 ,在文献[ 16] 中均记为
W(k , n), 我们参照文献[ 7]中 Ramsey 数的记法 ,简

记为 Wn(k).
　　Van der Waerden定理是 Ramsey 理论的重要组成

部分.像 Ramsey数一样 ,Van der Waerden数的计算也

是组合数学中非常困难的问题.迄今 Ramsey 数研究

已成为学术界的热门课题 ,记录众多参考文献和研究
成果的动态综述论文[ 7]已更新至#9版 ,但 Van der

Waerden数的研究进展却极其缓慢.有关 Van der

Waerden数W(k 1 , k 2 , …, kn)的准确值及其上下界的
研究 ,参考文献和研究成果极少.据文献[ 1 , 2] 报道 ,

迄今已知的非平凡的小 Van der Waerden数的准确值

只有如下 5个 ,并且都是Wn(k)类型的:W2(3)=9 ,
W2(4)=35 ,W2(5)=178 ,W3(3)=27 ,W4(3)=76.

　　对于Van der Waerden数 Wn(k),文献[ 1 ,5 ,6] 分
别求得下界和上界公式:

　　W2(p +1)>p(2
p
-1)　

[ 1]
,

　　Wn(k)>n(k -1)
3
　
[ 5]
,

　　Wn(3)<(
n
4)

3
n

　
[ 6]
.

　　由W2(4)=35可知文献[ 5] 的公式显然有误.至

于 k 1 ≠k 2的二色Van der Waerden数 W(k 1 , k 2)的准
确值或其上下界 ,迄今尚未见有文献报道.

　　本文首次报道如下结果:
　　定理1　W(3 ,4)≥18 ,W(3 ,5)≥22 ,W(3 ,6)≥

32 ,W(3 ,7)≥46 ,W(3 ,8)≥58 ,W(3 ,9)≥76.

2　计算二色 Van der Waerden数下界的算法

　　定义 2　给定整数 p ≥5与自然数集[ p] ={1 ,

2 , … ,p}的2-部分拆π2([ p])={S 1 , S2},作图 G:其

顶点集 V(G)=[ p] ,如果 S i 中的 l≥3个数 a1<a2

<…<al 构成一个等差数列 ,就在顶点 a i 到aj(1≤i

<j≤l)之间作一条有向边 ,并说从 a1 到 a l 之间有

一条起点为a1的长度为 l 的 i 色的链 ,记为 li(a1).
G的 i 色子图G(S i)中的最大链长记为 l(S i).约定 ,

如果 S i ≤2 ,就令 l(S i)= S i ,如果 S i ≥3并且 S i
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中任意3个数都不能构成等差数列 ,就令 l(S i)=2.
　　根据上述定义与 Van der Waerden定理 ,显然有
　　定理 2　对于集合 S =[ p] 的一个2部分拆 S =

S1 ∪ S2 ,设 c1 = l(S1), c2 = l(S2),则有W(c1 +1 ,

c2 +1)≥p +1.

　　根据上述理论 ,我们有

　　算法 1(计算二色 Van der Waerden数 W(k , q)
下界的算法)　

　　步骤 1　给定整数 p ≥5与参数集S 1 ,令 i =1.

　　步骤2　如果 s =|S i|≤2 ,令 ci =s ,转到步骤
7 ,否则 ,把 S i中的元素按从小到大的顺序排列:a1 <

a2 <… <as ,作成全序集(S i ,  ).令 ci =0 , j =1.

　　步骤3　令 d =aj+1 -aj , a =d +aj+1 , k = j

+2 , c =2.
　　步骤4　如果 ak =a ,令 c =c +1 , a =a +d ,

k =k +1 ,如果 k ≤ s ,转到步骤 4.

　　步骤5　如果 ci <c ,令 ci =c ,打印首项为 aj ,
公差为 d 的 c 项等差数列.

　　步骤6　令 j = j+1 ,如果 j ≤s -2 ,转到步骤
3.

　　步骤 7　令 i = i +1 ,如果 i =2 ,令 S2 =[ p]

-S 1 ,转到步骤 2.
　　步骤8　打印W(c1+1 , c2+1)≥p+1 ,运算结

束.

　　显然 ,在上述算法中得到的 ci便是图G(S i)的最
大链长 l(S i).如果 ci ≥3 ,那么打印出来的首项为

a j ,公差为 d 的 ci项等差数列是全序集(S i ,  )中第

一条长为 ci 的S i色的链 ,此后即使还有其他长为 ci

的S i 色的链 ,也不会打印出来 ,除非还有 c > ci.
　　例 1　令 p=5 , S1={1 ,2 , 4 ,5},则 S2=[ 5] -S 1
={3},由算法 1得到 c1=l(S1)=2 , c2 =l(S2)=1 ,

据定理2有 W(3 ,2)≥6.
　　例 2　令 p=8 , S1={1 ,2 , 5 ,6},则 S2=[ 8] -S 1
={3 , 4 , 7 , 8},由算法 1 得到 c1=l(S1)=2 , c2 =l

(S 2)=2 ,据定理 2有 W(3 ,3)≥9 ,即 W2(3)≥9.
　　附注　我们的记号 W(k 1 , k2 , …, kn)与 Wn(k)

是参照文献[ 7]关于 Ramsey数 R(k 1 , k 2 , …, kn)与 Rn

(k)的记法制订的 ,因而与其他文献的记号不同.上
述例 2的 W(3 ,3)即文献[ 13]所说的 W(3 ,2).

3　定理 1的证明

　　(1)令 p =17 ,S 1 ={4 ,5 ,7 ,11 ,12 ,14},则 S2 =

[ 17] -S1 ={1 ,2 ,3 , 6 ,8 ,9 ,10 ,13 ,15 ,16 ,17},由算法
1得到 c1 = l(S1)=2 , c2 =l(S 2)=3 ,并且全序集

(S 2 ,  )中第一条长为 c2 的 S 2色的链是 1 2 3 ,据

定理 2有 W(3 ,4)≥18.
　　(2)令 p=21 ,S 1={1 ,2 , 6 ,7 ,9 , 14 , 15 ,18 ,20},则

S2=[ 21] -S1={3 , 4 , 5 , 8 , 10 , 11 , 12 , 13 ,16 , 17 , 19 ,

21},由算法 1得到 c1=l(S1)=2 , c2=l(S2)=4 ,并
且全序集(S2 ,  )中第一条长为 c2 的 S2 色的链是 4

 8 12 16 ,据定理 2有 W(3 ,5)≥22.

　　为了简便 ,以下不再写出 S 2的各项元素.
　　(3)令 p=31 , S1 ={1 , 2 , 7 , 9 , 14 , 15 , 18 , 24 , 25 ,

31},则 S2=[ 31] -S 1 ,由算法 1得到 c1=l(S 1)=2 ,

c2=l(S2)=5 ,并且全序集(S2 ,  )中第一条长为 c2

的 S2 色的链是 4 6 8 10 12 ,据定理 2有 W(3 ,
6)≥32.

　　(4)令 p =45 , S1={1 , 3 , 8 ,11 , 17 ,18 , 22 ,29 , 30 ,

32 , 37 , 39},则 S2 =[ 45] -S1 ,由算法 1 得到 c1 =
l(S1)=2 , c2=l(S2)=6 ,并且全序集(S 2 ,  )中第一

条长为 c2的 S2色的链是 4 7 10 13 16 19 ,据

定理 2有 W(3 ,7)≥46.

　　(5)令 p=57 , S1={2 , 5 ,10 ,12 , 17 ,21 ,27 , 28 ,34 ,
38 ,43 ,45 ,50 ,53},则 S2=[ 57] -S 1 ,由算法 1得到 c1

=l(S 1)=2 , c2=l(S 2)=7 ,并且全序集(S2 ,  )中第
一条长为 c2 的 S2 色的链是 1 7 13 19 25 31

 17 ,据定理 2有 W(3 ,8)≥58.

　　(6)令 p =75 , S1 ={6 , 12 , 17 , 19 , 23 , 25 , 30 , 36 ,

39 ,45 ,50 ,52 , 56 , 58 , 63 ,69},则 S2 =[ 75] -S 1 ,由算

法 1得到 c1=l(S1)=2 , c2=l(S2)=8 ,并且全序集

(S2 ,  )中第一条长为 c2的 S2 色的链是 1 3 5 7

 9 11 13 15 ,据定理 2有 W(3 ,9)≥76.

　　我们在计算机上完成上述运算所用的时间不到

1 s ,但计算 Van der Waerden 数下界的主要困难是寻

找有效的参数集 S1.由于涉及到巨大的运算量 ,因此

我们应用 3台计算机(AMD2400)寻找上述各参数集

所用的时间是 3×40h ,如果采用单机运算 ,估计其运

算时间要 100h以上.
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