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摘要　给出能够保持校正矩阵是正定的新的 BFGS信赖域算法 , 以及该算法的全局收敛性和其二次收敛速度 .
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Abstract　 A new BFGS-trust-region algori thm which ensures a posi tive update matrix w as

giv en. It 's g lobal convergence and quadra tieally converg ent speed w ere giv en.
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1　 BFGS校正公式

　　对于无约束最优化问题

　　 minf (x ) , x ∈ R
n
, ( 1. 1)

其中 f (x )是连续可微函数 .信赖域算法是非常重要

的算法 ,文献 [1～ 4]分析这类算法的性质 .众所周知

BFGS方法是拟牛顿方法中解无约束最优化问题

( 1. 1)的重要的方法
[5～ 7 ]

,文献 [8, 9]分析拟牛顿方

法收敛性 . BFGS校正公式为

　　Bk+ 1 = Bk +
yky

T
k

s
T
k yk
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Bksk s

T
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s
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, ( 1. 2)

其中 Bk是 f在 xk处的 Hesse矩阵或其近似矩阵 ; sk =

xk+ 1 - xk; yk = gk+ 1 - gk ,gk和 gk+ 1分别是 f (x )在

xk 和 xk+ 1 处的梯度值 . 以 y
*
k 代替 yk , 即 y

*
k =

y
T
k sk

|y
T
k sk|

yk ,相应地可得到一个新的 BFGS校正公式

　　Bk+ 1 = Bk +
y
*
k y

* T
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s
T
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T
k Bk

s
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k Bk sk

, ( 1. 3)

其中 y
*
k =

y
T
k sk

|yT
k sk|

yk .本文将公式 ( 1. 3)与一般的信赖

域算法相结合 ,得到一个新的 BFGS信赖域算法 ,新

的算法能够保证校正矩阵是正定的 .为叙述方便 ,本

文采用下列记号:‖  ‖ 是 R
1中的 Euclid范数 ,g (x )

∈ R
n是 f在 x处的梯度值 , {xn }是由算法产生的点

列 ,记 f k∶= f (xk ) , gk∶=  f ( xk ) ,Bk =  2
f (xk ) .

2　新的 BFGS信赖域算法

　　 问题 ( 1. 1)的一般信赖域算法子问题的定义式

为

　　 min pk (s ) = f k + g
T
k s+

1
2
s
T
Bk s ,

　　 s. t.‖ s‖ ≤Zk , ( 2. 1)

其中 s∈ R
n是试探步 ;Zk > 0是信赖域半径 .设 Δf k是

f在第 k步的实际下降量 ,定义为:Δf k = f k - f (xk+

sk ) ,Δpk为对应的预测下降量:Δpk = f k - pk (s ) ,定义

比值

　　 rk =
Δf k

Δpk
. ( 2. 2)

　　 文中利用文献 [10]中所给的信赖域算法与

( 1. 3)相结合给出一个新的 BFGS校正的信赖域算

法 .

　　新的 BFGS信赖域算法

　　 步骤 0:给定 x0∈ R
n ,对称阵 B0∈ R

n× n ,Z0 > 0;

　　 步骤 1:计算 gk .如果满足终止规则 ,则终止 ;否

则转步骤 2;

　　步骤 2:解子问题 ( 2. 1) ,得试探步 dk ;

　　步骤 3:计算 f (xk + sk )和 rk的值 ;

　　步骤 4: 如果 rk < 0. 25,则令Zk+ 1 = ‖ sk‖ /4;如

果 rk > 0. 75和 ‖ sk‖ = Zk ,令Zk+ 1 = 2Zk ;否则置Zk+ 1

= Zk ;

　　步骤 5:若 rk≤ 0,置 xk+ 1 = xk+ sk ;否则置 xk+ 1

= xk+ sk ,利用校正公式 ( 1. 3)产生 Bk+ 1 ,令 k∶= k+

1,转步骤 1.
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　　由以上算法可得到下面的性质 .

　　注 1:用 BFGS校正 ,当 y
T
k sk > 0时 ,Bk保持正定

性 .当 Bk正定时 ,有

　　 y
* T
k sk =

y
T
k sk

|y
T
k sk|

y
T
k sk =

(yT
k sk ) 2

|y
T
k sk|

= |sTk Bk sk +

o(‖ sk‖ 2 )|≥|Vk + o( 1)|‖ sk‖ 2 > 0, ( 2. 3)

其中 yk =  f ( xk+ 1 -  f (xk ) ; sk = xk+ 1 - xk ,Vk是

Bk的最小特征值 .所以 Bk+ 1是正定矩阵 .当 B0取为对

称正定矩阵时 ,可用数学归纳法证得由校正公式

( 1. 3)产生的 Bk是正定的 .

3　全局收敛性和收敛速度

　　为建立新算法的全局收敛性 ,现先作一些假设

条件 ,首先 ,定义水平集

　　L ( x0 ) = {x ∈ R
n: f (x )≤ f ( x0 ) } .

　　假设条件为:

　　 ( A): f在 L ( x0 )是二次连续可微的 ,且存在 M

> 0,使得 ‖ Bk‖ < M成立 .

　　 ( B):存在 m > 0使得

　　 t
T 2

f (x ) t≥ m‖ t‖ 2 , x ∈ L (x 0 ) , t∈ R
n .

　　注 2:根据注 1的讨论知 Bk是正定的 ,所以假设

(B ) 是合理的 .根据文献 [10]中的定理 1. 3. 16可得

到水平集 L (x 0 )是有界闭凸集 ,所以 { xk }存在聚点 .

设 xk→ x
* ,令 B

* =  2
f (x* ) ,则可推得 B

* 是正定

的 .

　　由假设 ( A)和 ( B)可得到新算法是全局收敛的 ,

下面给出算法 1的全局收敛性定理 .

　　定理 1　由假设 ( A) , ( B)以及上述讨论可知 ,新

算法 1产生一个满足一阶和二阶必要条件的聚点

x
* .

　　证明 　由算法产生的序列中存在一个子序列 ,

满足下列情况之一

　　 ( 1) rk < 0. 25,Zk+ 1→ 0,因而 ‖ sk‖ → 0,

　　 ( 2) rk≥ 0. 25,glb(Zk ) > 0(glb表示Zk的总体最

小界 ) .

　　取 x
* 为上述子序列的任一聚点 .

　　首先讨论情形 ( 1) . 反证法 ,假设 g (x* )≠ 0,对

任何 xk ,考虑最速下降步 ,可有

　　pk ( -
Ugk
‖ gk‖ 2

) = f k - U‖ gk‖ 2+
1
2
U2

g
T
k Bkgk

‖ gk‖ 2
2
,

( 3. 1)

其中 ,U是搜索步长 .

　　若 g
T
k Bkgk > 0,则当

　　Umin =
‖ gk‖ 3

2

g
T
k Bkgk

时 , pk ( -
Ugk

‖ gk‖ 2
)取得极小值 ,记为

　　dmin =
1
2
‖ gk‖

4
2

g
T
k Bkgk

,

由于 s = -
Zkgk

‖ gk‖ 2
对于信赖域子问题 ( 2. 1)是可行

的 ,所以

　　Δpk = f k - pk (sk )≥ f k - pk (s ) = f k - pk ( -

Zkgk

‖ gk‖
2
2
) = Zk‖ gk‖ 2 -

1
2
Z2kgT

k Bkgk

‖ gk‖
2
2
=

1
2Zk‖ gk‖ 2 ( 2

- Zk
g

T
k Bkgk

‖ gk‖ 3
2
) =
dminZk
Umin

( 2 -
Zk
Umin

) , ( 3. 2)

因为Zk→ 0,Umin≥
‖ gk‖ 2

M
→
‖ g (x* )‖ 2

M
> 0,所以

对充分大的 k ,可得

　　Δpk≥
dminZk
Umin =

1
2Z

k‖ gk‖ 2 . ( 3. 3)

　　如果 g
T
k Bkgk < 0,从 ( 3. 2)中第三个等式也可直

接得出这一结果 . 因此 ,当 ‖ sk‖ → 0时 ,

　　
‖ sk‖ 2

2

Δpk
≤
‖ sk‖ 2

2

Zk‖ gk‖ 2
≤

2
‖ gk‖ 2

→ 0, ( 3. 4)

再由泰勒展开式 ,

　　Δf k = Δpk + o(‖ sk‖ 2
2 ) ,

所以得到

　　 rk =
Δf k

Δpk
→ 1.

　　这与 rk < 0. 25矛盾 ,所以 g (x
*
) = 0成立 .

　　若 B
*
是半正定的 ,现在讨论第二种情形 ( 2) .注

意到

　　 f k - f (x* )≥∑
k

Δf k ,

再根据 f 1 - f (x
*
)是常数 ,所以由

　　∑
k

Δf k≥ 0. 25∑
k

Δpk ,

因此可得到 ,Δpk→ 0. 文中定义

　　 p
*
(s ) = f (x

*
) + s

T
g( x

*
) +

1
2
s
T
B
*
s ,

设Z′满足 0 <Z′< glb(Zk ) ,又设 s′在约束条件‖ s‖ 2

≤Z′之下极小化 p
*
(s ) . 对充分大的 k ,x′= x

*
+ s′

关于 vk = {x‖ x - xk‖ ≤Zk }可行 ,这样

　　 pk ( x′- xk )≥ pk (sk ) = f k - Δpk ,

取极值有 , x′- xk→ s′, f k→ f (x* ) ,Bk→ B
* ,gk→

g( x* ) ,Δpk→ 0,从而得到

　　 p
* (s′)≥ f ( x* ) = p

* ( 0) ,

因此 s = 0在约束条件 ‖ s‖ ≤ Z′之下也极小化

p
* (s ) . 注意到Z′> 0,故这时约束‖ s‖ ≤Z′是无效

约束 , 其对应的拉格朗日成子为零 , 从而约束问题
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∞
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所以对任意的 l > 0存在常数 k0满足任意的正整数

p ,

　　p [∏
k
0
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Tk

s
T
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上式左边的不等式利用了算术平均与几何平均不等

式的关系 .因此

　　 (∏
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+ 1
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p
2 M 1 ,

令 p→∞将产生一个矛盾 ,因为根据引理 3. 3上式不

等式的左边是大于一个正常数的 .

　　所以假设不成立 ,原命题成立 .

3　结束语

　　本文给出了一个修改的 BFGS方法 ,此方法让 yk

乘上了 y
T
k sk的符号 ,得到了与通常的 BFGS方法同样

的性质 ,特别是保持正定性 . 可将此种方法推广至其

它方面做进一步的研究 , 应会得到较好的结果 . 对于

此方法的超线性收敛性见文献 [10 ]的第 5. 5节类似

的证明 , 这里不再论证 .
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　　min p
* (s ) ,

　　 s. t.‖ s‖ ≤Z′

的一阶必要条件简化为 g ( x* ) = 0,二阶必要条件简

化为 B
* 半正定 . 证毕 .
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