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摘要　以洛仑兹系统为对象 ,将其混沌吸引子视为网络节点 ,对具有二三个节点的单变量耦合网络与多变量耦

合网络的同步进行研究 ,并计算它们的李雅谱诺夫指数谱 ,进而将分析的结论推广到多个节点相互耦合的复杂

网络中。 结果表明 ,通过多变量耦合的网络比单变量耦合的网络更容易达到同步 .
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Abstract　 This article studies the synchronization of coupled netw orks, taking the Lorentz system

as an example and regarding its chaotic at tractor as netw orks nodes. Through the studies of coupled

netw orks synchronization by linking sing le and multiple variables with tw o and three nodes, as w ell

as the calculation of their Lyapunov spect rum, w e found that multi-variable coupled netw orks is easy

to synchronize than single-variable coupled netw orks.
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　　 1990年 ,美国海军实验室的 Pecora& Carroll先

后提出混沌同步及控制的方法以来 [1～ 3 ] ,混沌同步与

控制已成为非线性动力学领域的研究热点 .复杂网络

同步的研究也初露端倪 ,并已遍及从物理学到生物

学 ,甚至到社会科学的各个学科领域 .

　　近来 ,在不同动力学网络中的同步研究方面取得

了丰硕的成果 .如 1999年 Watts[4 ]对相振子在小世界

网络中的同步的研究 ; Lago等
[5 ]
于 2000年对神经网

络的同步的研究 ; Wang和 Chen
[6 ]对混沌振子的小世

界及自由标度网络同步的详细研究 . Gade和 Hu
[7 ]于

2000年对具有小世界相互作用的耦合映象格子同步

进行的研究 .目前 ,关于对连续时间的自由标度动力

学网络也有学者进行详细研究 [8 ] .这些研究对现实复

杂网络中的同步具有理论和实践意义 .

　　考虑到混沌信号具有复杂的、不可预测的、对初

始条件及其系统参数变化的高度敏感性的行为特征 ,

有实现同步的可能性 ,并且洛仑兹系统是一种典型的

混沌系统 ,具有混沌系统的很多特性 .在耦合网络中 ,

可以有多种耦合方式 ,譬如:单变量耦合、多变量耦

合、单向耦合、双向耦合等等 .本文以络仑兹系统为研

究对象 ,对具有二三个节点的单变量双向耦合及多变

量双向耦合的网络进行分析 ,进而将分析的结论推广

到多个节点相互耦合的复杂网络 .

1　 2个节点相互耦合的混沌系统同步研究

　　如果 2个相同的混沌振子互相耦合 ,振子之间的

关系可以有 2种不同的状态 .一是耦合强度很低时 , 2

个振子独立地在各自的混沌吸引子上运动 ,尽管吸引

子是相同的 ,但各振子在吸引子上的运动轨道 (即在

混沌轨道上的“相位” )不同 ,两振子的运动不同步 .如

果耦合结构与系统运动有较好的匹配 ,同时又有适当

的耦合强度时两振子不仅在同一吸引子上 ,而且在完

全相同的轨道上运动 ,这时它们之间会形成混沌同

步 ,且是精确同步 .

　　对洛仑兹系统 ,首先考虑第一种情形: 使网络中
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的 2个节点进行单变量双向耦合 ,它们耦合后的状态

方程为:

　　

dx 1, 2 /dt = e( y1, 2 - x 1, 2 ) + X1, 2 (x 2, 1 - x 1, 2 ) ,

dy1, 2 /dt = Vx 1, 2 - y1, 2 - x 1, 2z 1, 2 ,

dz 1, 2 /dt = Uz 1, 2 + x1, 2y1, 2 ,

( 1)

式中 ,x 1, 2、 y1, 2、 z 1, 2是状态变量 ;e、V、U是 3个正常数 ;

X1, 2为耦合系数 .在本文中 ,令X1 = X2 = X,调节耦合系

数 ,可使网络中的 2个节点达到同步 . 2个节点的参数

都选取为e= 10. 0,V= 28. 0,U= 8 /3时 ,存在一临

界耦合强度Xc = 2. 7.当X<Xc时 , 2个混沌系统各自

运动在不同的混沌轨道上 ;而当X> Xc时 , 2个轨道会

趋于精确同步混沌的状态:

　　X 1 ( t ) = X 2 ( t ) ;

　　
X 1 ( t ) = (x 1 , y1 , z 1 , t ) ;

X 2 ( t ) = (x 2 , y2 , z 2 , t ) .
( 2)

　　 事实上 ,对任意的耦合强度 ,方程 ( 2)的同步混

沌态总是方程 ( 1)的解 ,这个解处于 X 1 ( t ) = X 2 ( t )的

不变子空间上 ,只是在X< Xc时这个解不稳定 .它的

失稳是由同步解的最大横向李雅谱诺夫指数为正而

引起的 .将方程 ( 1)以 ( 2)为参考态进行线性化 ,得到

的线性化方程的最大李雅谱诺夫指数正是同步解的

最大横向李雅谱诺夫指数 .在图 1中计算方程 ( 1)的

4个李雅谱诺夫指数 .在X> Xc时 ,同步混沌态稳定 ,

线性化方程的最大李雅谱诺夫指数为负 ,它本身就是

方程 ( 1) ,即图 1的第三大李雅谱诺夫指数 .当X< Xc

时 ,这一指数从负变正 ,表明同步态失稳 [ 9] .

图 1　李雅谱诺夫指数谱 λi与耦合强度X的关系

Fig. 1　 Relation of Lyapunov spectrumλi and couples st reng thX

　　通常用整体误差状态响应函数:

　　e2 = ( x1 - x2 )
2
+ ( y1 - y2 )

2
+ (z 1 - z2 )

2

来表征 2个系统的同步情况 .在这里取耦合强度X=

3. 5,则函数 e2随时间 t变化的数值模拟结果如图 2所

示 .由图 2可明显看出 ,函数 e2随着时间 t的演化而趋

于零 .由此可见 ,在加上耦合X= 3. 5时 , 2个节点达

到完全同步 .

　　第二种情形是:使网络中的 2个节点进行多变量

双向耦合 ,状态方程为:

dx 1, 2 /dt = e( y1, 2 - x 1, 2 ) + X( x2, 1 - x1, 2 ) ,

dy1, 2 /dt = Vx 1, 2 - y1, 2 - x 1, 2z 1, 2+ X( y2, 1 - y1, 2 ) ,

dz1, 2 /dt = Uz 1, 2+ x 1, 2y1, 2 + X(z 2, 1 - z 1, 2 ) .

　　与第一种情形类似 ,计算出李雅谱诺夫指数谱如

图 3所示 .同理通过图 3中的第三大李雅谱诺夫指数

可以确定其临界耦合强度Xc= 0. 6.耦合强度X= 0. 8

时 ,对函数 e2随时间 t变化的数值模拟结果如图 4所

示 .

图 2　表征整体同步的状态误差响应

　　 Fig . 2　 Statusa response of charactering whole

synchronization

图 3　李雅谱诺夫指数谱λi与耦合强度 X的关系

　　 Fig. 3　 Rela tion o f Lyapunov spectrum λi and couples

str eng thX

图 4　表征整体同步的状态误差响应

　 　 Fig. 4 　 Sta tusa response o f cha ractering whole

synchronization

　　由图 2和图 4可以看出 , 2种情形下洛仑兹系统

的耦合误差状态响应轨迹都收敛到了 0点 ,也就是说

网络中 2个节点达到完全同步 .但它们达到完全同步

时所需的临界耦合强度却相差很大 .
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2　 3个节点相互耦合的混沌系统同步研究

　　同样 ,可以把 3个相互耦合的洛仑兹系统分别视

为要研究的耦合网络节点 .在第一种情形下 ,即单变

量双向耦合下 ,它们整体的状态方程为:

dx 1, 2, 3 /dt = e( y1, 2, 3 - x 1, 2, 3 ) + X(x 2, 3, 1+

　　　 x 3, 1, 2 - 2* x 1, 2, 3 ) ,

dy1, 2, 3 /dt = Vx 1, 2, 3 - y1, 2, 3 - x 1, 2, 3z 1, 2, 3 ,

dz 1, 2, 3 /dt = Uz 1, 2, 3 + x1, 2, 3y1, 2, 3 .

( 3)

　　同样在上述参数下 ,作出方程 ( 3)的 6个李雅谱

诺夫指数谱 ,如图 5所示 .当 X= Xc > 3. 6时 ,方程

( 3)就会达到同步 .下面是当 X= 4时表征整体误差

状态响应的函数:

e3 = ( xi+ 1 - x i ) 2 + (yi+ 1 - yi ) 2 + (zi+ 1 - zi ) 2 ,

i = 1, 2, 3. X 3+ 1 = X 1 ; (X i = ( xi ,yi , zi ) )

随时间 t的变化 ,如图 6所示 .由图 6可以明显看出 ,

函数 e3随着时间的演化而趋于零 .

图 5　李雅谱诺夫指数谱 λi与耦合强度X的关系

　　 Fig. 5　 Rela tion of Lyapunov spect rum λi and couples

streng thX

图 6　表征整体同步的状态误差响应

　　 Fig. 6　 Statusa r esponse o f charactering who le

synchroniza tion

　　从图 6可以得出 ,对于具有 3个相互耦合节点的

网络 ,节点间通过单变量进行耦合 ,只要取一个稍大

与临界耦合强度的耦合参数 ,数值模拟结果就会发现

它们的耦合误差状态响应轨迹收敛到了 0点 .即这个

小网络达到了完全同步 .

　　同理 ,在第二种情况下 (多变量双向耦合 ) ,网络

的状态方程为:

dx 1, 2, 3 /dt = e( y1, 2, 3 - x 1, 2, 3 ) + X( x2, 3, 1 + x3, 1, 2 -

　　 2* x 1, 2, 3 ) ,

dy1, 2, 3 /dt = Vx 1, 2, 3 - y1, 2, 3 - x 1, 2, 3z 1, 2, 3+ X( y2, 3, 1

　　 + y3, 1, 2 - 2* y1, 2, 3 ) ,

dz1, 2, 3 /dt = Uz 1, 2, 3 + x 1, 2, 3y1, 2, 3 + X(z2, 3, 1 + z 3, 1, 2

　　 - 2* z1, 2 , 3 ) .

　　在与上述参数相同的条件下 ,计算出李雅谱诺夫

指数谱如图 7所示 ,发现其临界耦合强度 Xc = 0. 4.

当耦合强度X≥ 0. 4时 , 3个节点网络就可以达到完

全同步 .耦合强度X= 0. 6时 ,函数 e3随时间 t变化的

数值模拟结果如图 8所示 .

　　从图 8可以得出 ,对于 3个节点的多变量耦合网

络 ,通过数值模拟的结果 ,发现它们在远小于第一种

情形的耦合强度下 ,耦合误差状态响应轨迹能很快收

敛到 0点 .说明在同一耦合情形下多变量耦合比单变

量耦合容易达到完全同步 .

图 7　李雅谱诺夫指数谱λi与耦合强度 X的关系

　　 Fig. 7　 Rela tion o f Lyapunov spectrum λi and couples

str eng thX

图 8　表征整体同步的状态误差响应

　　 Fig . 8　 Statusa response of charactering whole

synchronization

3　结论

　　通过对上述具有二三个节点的耦合网络同步的

分析 ,发现不管是 2个节点的网络还是 3个节点的网

络 ,都存在一个共同的趋势:对于任意的节点与其它

节点进行耦合时 ,如果它们之间采取的是单变量耦

合 ,那么它们达到完全同步时所需要的临界耦合强

度 ,远远大于将节点状态方程中所有变量都耦合时所
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需的临界耦合强度 .此结论可以推广到多个节点的耦

合网络的同步中 .相信具有 N个节点的耦合网络中

每一个节点与其它节点的耦合方式是通过节点间状

态方程中一个变量进行耦合的 ,那么整个网络达到同

步时所需的耦合强度是远远大于节点间通过所有变

量进行耦合的网络 .究其原因 ,可能是随着网络的不

断增大 ,尽管网络中每一个节点都要受到与它相耦合

的其它节点的束缚 ,但是如果网络中的节点间的耦合

方式不同 ,那么节点间受到的束缚程度也是不同的 .

正如上面所讨论的 ,如果网络中的节点与节点之间是

通过单变量进行耦合的 ,那么它们在空间中的自由度

增大 ,因此可能通过较大的耦合强度来使整个网络达

到同步 .而对于网络节点间是通过多变量耦合 ,随着

耦合变量的增多 ,使网络节点在空间中的自由度减

小 ,此时每个节点受到与它耦合节点的约束也就越

强 ,因此 ,多变量耦合系统所需的临界耦合强度就越

小 .

　　同样 ,也可以将上述分析应用于另外一些与之不

同的耦合形式中 .譬如 ,以 2个节点的网络为例 , X1, 2

是联系 2个节点的耦合参数 ,通过它可以设置不同方

向的耦合形式 ,等等 .本文中只是针对单变量及多变

量耦合的双向耦合 2种情况进行研究和对比 ,另外还

有许多形式更加复杂、意义更为深广的情形还有待于

我们进一步研究 .
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w e have

　　 lim
t→∞

(x ( t ) - y ( t ) ) = lim
t→∞

[ (p ( t ) + q( t ) ) - (r ( t )

+ s ( t ) ) ] = lim
t→∞

[p( t ) - r ( t ) ]+ lim
t→∞

[q( t ) - s ( t ) ] =

lim
t→∞

[p ( t ) - r ( t ) ]. ( 18)

　　 Since lim
t→∞

x ( t ) = y ( t ) , therefo re, lim
t→∞

p( t ) = r ( t ) .

The proof is complete.

　　Example　 Consider the scalar equation

　　 x
′
( t ) = - ( 4+ cos t - cosπt )x ( t )+

1
4∫

t

-∞
( cost

+ cosπt ) e- t+ s x (s )
1+ x

2
(s)

ds+
xt e- t

2

1+ ex
2
t
, ( 19)

w here xt = x ( t + s ) , - ∞ < s≤ t . One can verify

that the condi tions of Theo rem 2 are satisfied. So there

exists one and only one almost periodic solution of

equation ( 19) .
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