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摘要　证明相关文献定义的近 K一致凸与紧 K一致凸等价、近 K一致光滑与紧 K一致光滑等价 ,提出近 K凸性

模和近 K光滑模的概念 ,讨论近 K凸性模与近 K光滑模的关系 .
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Abstract　 We proved that the compact K uniform convexity and near K unifo rm convex ity in

reference [ 3 ] are equivalant to compact K uniform smoothness and near K unifo r smoothness

respectively. The notions of moduli of nearK convexity and nearK smooth ness w ere introduced, and

the relation betw een near K convex ity modulus and near K smoothness w ere also discussed.

Key words　 near K convexity modulus, near K smoothness modulus, near ( compact) K unifo rm

convexity, near (compact ) K unifo rm smoothness

　　自从 J. Banas[1 ] 1991年提出近凸性模、 近光滑模

的概念以来 , 1993年 J. Banasl和 K. Fraczek
[2 ]
利用非

紧性测度对近凸性模及光滑模作了进一步讨论 . 在

此基础上本文定义近 K凸性模和近 K光滑模 ,使得

文献 [1, 2]的部分结论在 K情况下也成立 .在定义近

K光滑模之前 ,本文将证明文献 [3]提出的近 K一致

凸 ( NKU R) 与紧 K一致凸 ( CKU R)、 近 K一致光

滑 ( NKU S) 与紧 K一致光滑 ( CKUS)等概念分别

等价 , 从而定义近 K光滑模及讨论近 K凸性模与近

K光滑模之间的关系 .

　　设 X为 Banach空间 , 记 B ( X )、B ( X* )分别为

X、 X* 的单位球 , S( X )、 S( X* )分别为 X、X* 的单位

球面 ,其中 X
*
为 X的共轭空间 .

　　记 A (x 1 ,… , xk+ 1 ) =

sup

1 1 … 1

f 1 ( x1 ) f 1 ( x2 ) … f 1 ( xk+ 1 )

… … … …

f k (x 1 ) f k (x 2 ) … f k (xk+ 1 )

;

　　 f 1 ,… , f k ∈ X
*

,

其中 x 1 ,… , xk+ 1∈ X .

1　近 K凸性模

　　首先定义K
(k)
X : [0, 1 ]:

　　K( k)
X (X) = inf { 1 - dist (θ, E ) ; E B (X ) , E =

ConvE , Ik (E )≥X} ,

称为 X的近 K凸性模 ,其中 Ik ( E ) = sup{X; { xn } 

E,使得对 y1 ,… , yk+ 1∈ {xn } , A ( y1 ,… , yk+ 1 )≥X} ,

E是 X 的有界集 .

　　注 1: k = 1时 , Ik ( E )即为 I ( E ) [ 2 ] ,因此 ,可看作

K -Istratescu非紧性测度 .

　　显然K(k)
X : [0, 1]→ [0, 1 ] ,令Xk (X ) = sup{X≥ 0,

K( k)
X (X) = 0}. 若X> 0,K(k )

X (X) > 0,称 X是 Δ-K一致

凸空间 (或非紧 K -一致凸空间 ) ,从而 X是Δ-K一致

凸空间 Xk (X ) = 0.

　　 定理 1　X是 NKUR空间
[3 ]
 X是 Δ-K一致凸

空间 .

　　 证明 　只需证明 X 是 NKUR空间 X> 0,

K( k)
X (X) > 0.

　　“ ”:由定义即可得证 .

　　“ ”: 若 X不是 NKUR空间 ,则 X> 0, 0 <

W< 1,当 E B (X ) , E = ConvE , Ik ( E)≥X时 , E∩

( 1 - W)B ( X ) = ○ ,则K( k)
X (X) = 0,矛盾 .

　　注 2: K = 1时 , I1 ( E ) = I ( E) ,由文献 [2]的 ( 3)
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式 (i( E )≤ I (E )≤ 2i( E) ) , N1U R空间等价于 NUC

空间 [1 ] ,文献 [1]中的 NU C显然与 [2 ]中定义的 NUC

等价 .

　　仿文献 [1 ],下面引进与 NKUR概念相关的函数

U
( k)
X ,它是 X的另一种凸性模 ,定义如下:

　　U( k)X (X) = sup{Ik (E ) ; E B (X ) , E = Conv E,

dist(θ, E)≥ 1 - X} .

　　 显然 ,U(k )X : [0, 1 ] → [0, 1 ]是不减函数 . 令

U( k)0 (X ) = lim
X→ 0
U(k )X (X) ,W(k)1 (X ) = lim

X→ 1
U( k)X (X) . 借助于文

献 [1 ]的证明方法 ,易得下列结论:

　　定理 2　U(k )0 ( X ) = Xk (X ) .

　　推论 1　 X是 NKUR空间  lim
X→ 0
U( k)X (X) = 0.

　　定理 3　X∈ (W( k)1 (X ) , 1]时 ,U(k)X (X) = 1;X∈ [0,

W(k)1 (X ) )时 ,U(k)
X (X) < 1.

　　定理 4　K( k)
X (U(k)

X (X) ) = X, X∈ ( 0,W(k )1 ( X ) ) .

　　定理 5　U(k )X (X) = sup{ Ik ( F( f ,X) ) ; f ∈

S (X* ) } ,其中 F ( f ,X)记作 X中的切片 { x ∈ B (X ) ;

f (x )≥ 1 - X} ,对 f ∈ S (X
*
) ,X> 0.

　　证明　U(k)X (X)≥ sup{ Ik ( F( f ,X) ) ; f ∈ S( X* ) }

显然 .

　　若存在T,使U
(k )
X (X) > T> sup{ Ik ( F ( f ,X) ) ; f∈

S (X
*
) } ,则 E0 B ( X ) , E0 = ConvE0 , dist (θ, E0 )

≥ 1 - X,使 Ik ( E0 )≥T,从而 x∈ E0 ,‖ x‖ ≥ 1 -

X.若存在 x 0∈ F ( f ,X) \ E0 ,则‖ x 0‖ ≥ f ( x0 )≥ 1 -

X,而 x 0 E0 . 所以 ‖ x0‖ < 1 - X. 矛盾 .

　　X称为 NKSR(近 K严格凸 )空间:U(k)
X ( 0) = 0.

因U(k)X ( 0) = 0 sup{ Ik ( E) E B (X ) ,E = ConvE,

dist(θ, E) = 1} = 0,故 X 是 NKUR空间  X 是

NKSR空间 .显然 ,当 k = 1时 , N 1SR空间 N SC空

间
[1 ]
.

2　近 K光滑模

　　为了说明 NKU S
[3 ]
空间 , 先证明下列命题 .

　　命题 1　 X 是 NKUR空间  X 是 CKUR空

间 [3 ] .

　　证明　“ ”: X> 0, A B (X ) , Ik ( A )≥X,由

文献 [3 ]中 NKUR定义 ,知 co( A )∩ ( 1 - W)B (X )≠
○ ,从而存在 x 1 ,… , xk+ 1∈ A ,使T1x 1+ … + Tk+ 1xk+ 1

∈ co ( A)∩ ( 1- W)B ( X ) ,其中 0≤Ti≤ 1, i = 1,… ,

k + 1,∑
k+ 1

i= 1
Ti = 1,因而有‖ T1x 1+ … + Tk+ 1xk+ 1‖ ≤

1 - W= 1 - (k+ 3)
W

k+ 3
. 取W′=

W
k+ 3

,由文献

[3]的引理 1,‖ x1+ … + xk+ 1‖ / (k+ 1) < 1 - W′,

取W″= (k+ 1)W′,则由文献 [3]中 CKUR空间定义知

必要性成立 .

　　“ ”:直接由定义推得 .

　　与命题 1对偶地有:

　　推论 2　X是 NKUS空间 X是 CKU S空间 [3 ] .

　　推论 2的证明类似于命题 1.

　　命题 2　X 是 CKUR空间  X> 0, W> 0,

使对任意 x
* ∈ B (X* ) ,有 Ik ( S(B (X ) , x* ,W) )≤X.

　　证明　结合命题 1与文献 [3]的定理 4即可得

证 .

　　推论 3　X是 NKUS空间 X是 CKU S空间
[3 ]
.

　　 定义 1　X称为局部近 K一致凸 ( LN KUR)空

间:  x∈ S( X ) ,X> 0, 0 <W< 1,当 sup{X; {xn }

 B ( X ) , y1 ,… , yk ∈ {xn } , A (x , y1 ,… , yk )≥X}≥

X时 ,有

　　 co (x ∪ {xn } )∩ ( 1 - W) B (X )≠○ .

　　定义 2　 X称为局部近 K一致光滑 ( LNKU S)空

间:  x
* ∈ S (X* ) ,X> 0, 0 < W < 1,当 sup{X;

 {x
*
n } B (X

*
) , y

*
1 ,… , y

*
k ∈ {x

*
n } , B (x

*
,y

*
1 ,

… , y*k )≥X}≥X时 ,有

　　 co (x
*
∪ {x

*
n } )∩ ( 1 - W)B ( X

*
)≠○ ,其中

B (x* , y*1 ,… , y*k )≡

sup

1 1 … 1

x
* (x 1 ) y

*
1 ( x2 ) … y

*
1 ( xk+ 1

… … … …

x
*
(x 1 ) y

*
k ( x2 ) … y

*
k (xk+ 1 )

;

　　 xi ∈ S(X ) , 1≤ i≤ k

.

　　同理 ,用命题 1的证明方法可证得下列 2个推

论:

　　 推论 4　 X 是局部紧 K一致凸 ( LCKU R)空

间 [ 3] X是 LN KUR空间 .

　　 推论 5　 X是局部紧 K一致光滑 ( LCKUS)空

间 [ 3] X是 LN KUS空间 .

　　 注 3: 可以证明 , X 是 LN KUS空间  X
* 是

LNKUR空间 .事实上 ,充分性可从推论 4及文献 [3]

的定理 8的 ii )推理即得 .

　　必要性　 x
* ∈ S( X* ) ,X> 0,取 LN KUS定

义中相应的 W= W(x* ,X) > 0, sup{X; { x*n }  

B (X
*
) , y

*
1 ,… , y

*
k ∈ {x

*
n } , A ( x

*
, y

*
1 ,… , y

*
k ) ≥

X}≥X,则存在 z
**
1 ,… , z**k ∈ S(X** ) ,使

　　 A (x* , y*1 ,… ,y*k ) <

1 1 … 1

z
**
1 (x

*
) z

**
1 ( y

*
1 ) … z

**
1 ( y

*
k )

… … … …

z
**
k (x

*
) z

**
k ( y

*
1 ) … z

**
k ( y

*
k )

+
X
2
,
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由 Goldstein-Weston稠密性定理知 , {z
n
1} ,… , {z

n
k }

∈ S(X ) ,满足

　　

1 1 … 1

z
**
1 (x* ) z

**
1 ( y*1 ) … z

**
1 (y*k )

… … … …

z
**
k (x* ) z

**
k ( y*1 ) … z

**
k (y*k )

=

lim
n→∞

1 1 … 1

z
 n
1 (x* ) z

 n
1 ( y*1 ) … z

 n
1 ( y*k )

… … … …

z
 n
k (x

*
) z
 n
k ( y

*
1 ) … z

 n
k ( y

*
k )

=

lim
n→∞

1 1 … 1

x
*
(z

n
1 ) y

*
1 (z

n
1 ) … y

*
k (z

n
1 )

… … … …

x
* (znk ) y

*
1 (znk ) … y

*
k (znk )

≤

B (x* , y*1 ,… ,y*k ) ,

所以 A (x* , y*1 ,… , y*k )≥ X 2B (x* , y*1 ,… , y*k )≥

X,故 2B ( x* , y*1 ,… , y*k )≥ A( x* , y*1 ,… , y*k ) .令Z=

X
2 , 则 sup{Z; {x

*
n }  B (X

*
) , y

*
1 ,… , y

*
k ∈

{x*n } ,B (x* ,y*1 ,… ,y*k )≥ Z}≥Z,因 X是 LN KUS

空间 ,故 co( x* ∪ {x*n } )∩ ( 1- W) B (X* )≠○ ,从而

X
* 是 LN KUR空间 .

　　注 4: X是 LKUR空间 [4 ] X是 LNKUR空间 .

从定义出发可证得 .

　　 从上述命题及推论可看到 ,文献 [3 ]提出的

NKUR与 CKUR、NKUS与 CKUS分别是同一概念

的等价形式 .

　　Γ
(k)
X (X): [0, 1 ]的定义:

　　Γ(k)
X (X) = inf { 1 - dist(θ, E) ; E B (X* ) ,E =

ConvE , I*k ( E )≥X} ,

称 X为的近 K光滑模 ,其中 I
(* )
k ( E) = sup{X; {x*n }

 E ,使得对 y
*
1 ,… , y*k+ 1∈ {x*n } ,B ( y*1 ,… , y*k+ 1 )

≥X} , E是 X
* 的有界子集 .

　　显然 ,Γ
( k)
X : [0, 1]→ [0, 1 ].令X

*
k (X ) = sup{X≥

0,Γ(k )
X (X) = 0}.

　　与定理 1对偶地有

　　定理 6　X是 NKUS空间 X
*
k (X ) = 0 X> 0,

Γ
(k)
X (X) > 0.

　　注 5:还可以进一步定义 Δ-K一致光滑 (非紧 K

一致光滑 ):X> 0,Γ
(k )
X (X) > 0.

　　与U(k)
X 类似 ,再引进 X 的另一种近 K光滑模

∑
( k)

X :

　　∑
(k )

X (X) = sup{ I
*
k (E ) ; E B ( X

*
) , E =

ConvE , dist (θ, E )≥ 1 - X}.

　　 令∑
( k)

0 (X ) = lim
X→ 0
∑

(k)

X (X) ,则有: X是 NKU S

空间 ∑
(k )

0
( X ) = 0.

　　 定理 7　∑
( k)

X (X) = sup{ I
*
k ( F

*
(x ,X) ) ; x ∈

S( X ) } , 其中 F
* ( f ,X) 记作 X

* 中的切片 { f ∈

B (X* ) ; f ( x )≥ 1 - X} ,对 x ∈ S (X ) ,X> 0.

　　 X称为 NKS(近 K光滑 )空间:∑
(k )

X ( 0) = 0.显

然∑
(k)

X ( 0) = 0 sup{ I
*
k ( E ) ; E  B (X

*
) ,E =

ConvE , dist(θ, E) = 1} = 0,从而 X 是 NKUS空间

 X是 NKS空间 .很明显 , NKS是 NKSR的对偶概

念 ,k = 1时 , N1S空间等价于 N S空间
[ 1 ]
.

3　近 K凸性模与近 K光滑模的关系

　　 定理 8　 (Ⅰ )∑
(k )

X
(X)≤Uk

X* (X)≤ 2∑
( k)

X
(X) ;

(Ⅱ )∑
(k )

X*
(X)≥UK

X (X) .

　　证明　 (Ⅰ )注意到 X X
** , A ( y*1 ,… , y*k+ 1 )≥

B (y
*
1 ,… ,y

*
k+ 1 ) ,左边不等式成立 ;仿注: 3的必要性

的证明 ,可证得 2B ( y*1 ,… , y*k+ 1 )≥ A (y*1 ,… , y*k+ 1 ) .

令Z=
X
2 ,则对 E B (X

*
) , E= ConvE, dist (θ,E )

≥ 1 - X,有 2sup{Z; {x*n } B ( X* ) , y
*
1 ,… , y*k

∈ { x*n } ,B (x* , y*1 ,… , y*k )≥Z}≥ sup{X; {x*n } 

B (X* ) , y
*
1 ,… , y*k ∈ {x*n } , A ( x* , y*1 ,… , y*k ) ≥

X} ,从而 2∑
( k)

X
(X)≥Uk

X* (X) .

　　 (Ⅱ )注意到 A( y1 ,… , yk+ 1 )≤ B ( y
**
1 ,… , y

**
k+ 1 )

可得 .证毕 .

　　推论 6　X
* 是 NKUR空间 X是 NKUS空间 .

　　从而文献 [3 ]定理 7的 (Ⅱ )是一个充要条件 .另

外 ,若X→ 0,∑
(k )

X
* (X)→ 0,则U(k )X (X)→ 0. 此即为文

献 [3 ]的定理 7(Ⅰ ) .

　　 推论 7　若 X自反 ,则 (Ⅰ )∑
(k)

X
(X) = UkX* (X) ;

(Ⅱ )∑
(k )

X* (X) = U
( k)
X (X) .
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