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Lotka-Volterra脉冲捕食-食饵模型的稳定性

The Stabil ity of Lotka-Volterra Predator-Prey

Model with Impulsive Effect

惠　静

Hui Jing

(广西工学院信息与计算科学系　柳州市东环路　 545006)

( Dept. of Info.& Comp. Sci. , Guangxi Institute of Technology ,

Donghuanlu, Liuzhou, Guangxi, 545006, China)

摘要　考虑一个具常数脉冲出生的 Lotka-Volterra捕食 -食饵系统 , 并利用频闪映射及 Jury判定证明该系统的

稳定性 , 拓展了传统的 Lo tka-Volter ra捕食 -食饵模型 .
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Abstract　 The traditional Lotka-Volterra predato r-prey system by int roducing constant impulsive

birth to prey is developed. Conditions for stabi lity are established through the stroboscopic map and

Jury inequalities.
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　　 Lo tka-Volterra系统常用以反映种群之间的合

作、竞争、捕食关系
[1, 2 ]

,但传统的 Lotka-Volterra模

型常假定种群出生是连续的 ,而事实上绝大多数种群

仅在其繁殖期繁殖后代 , 也就是说种群出生是脉冲

的 ,因此 ,本文考虑一个更符合实际的 Lotka-Volterra

捕食-食饵模型

　　

x
 ( t ) = - x -

Uxy
x + y

,

y ( t ) = Ux y
x+ y

- y ,

　 t≠ nf,

x (nf+ ) = x (nf- ) + b,

y (nf+ ) = y (nf- ) ,
　 t = nf,

( 1)

其中 ,x , y分别表示食饵 -捕食者的密度 ,考虑到捕食

者对食饵有一个搜索过程 ,因而不得不分享或竞争食

物 ,一个更切合实际且更一般的捕食 -食饵模型应基

于“比率依赖理论” [3～ 6 ] ,体现在模型中也就是 Ux y
x+ y

,

假设食饵只在时刻 t = nf出生 ,出生量为 b,其中 ,U,

b,f均为正常数 ,n是任意非负整数 0, 1, 2,… ,脉冲微

分方程的理论可见文献 [7, 8 ].

　　把系统 ( 1)的前两个方程相加 ,得

　　 x
 + y

 = - (x + y ) . ( 2)

　　在任意一个脉冲区间 (nf, (n+ 1)f]上对 ( 2)积

分 ,有

　　 x ( t ) + y ( t ) = ( xnf+ ynf) e- ( t- nf) ,nf< t≤ (n+

1)f, ( 3)

其中 , xnf x (nf+ ) , ynf y (nf+ ) ,分别表示食饵、捕

食者在时刻 t = nf发生脉冲后的密度 .把 ( 3)式代入

( 1)式得到在任意一个脉冲区间 (nf, (n+ 1)f]上系

统 ( 1)的解

　　
x ( t ) =

xnf( xnf+ ynf)

xnfe
t- nf

ynfe
(U+ 1) (t- nf) ,

y ( t ) =
ynf(xnf+ ynf) eU(t- nf)

xnfe
t - nf

+ ynfe
(U+ 1) ( t- nf) .

( 4)

　　利用 ( 1)式的后两个方程 ,得到频闪映射

　　
x( n+ 1)f=

xnf( xnf+ ynf)
xnfef+ ynfe(U+ 1)f+ b,

y(n+ 1)f=
ynf(xnf+ ynf) eUf

xnfe
f
+ ynfe

(U+ 1)f,

( 5)

　　 方程 ( 5)是一个差分方程 ,它利用食饵、捕食者

在上一个脉冲后的密度来表示下一个脉冲后的密度 ,

它是一个特殊的 Poincare映射 .方程 ( 5)的动力学性

质决定了系统 ( 1)的动力学性质 ,这样 ,下面的研究
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重点放在方程 ( 5) .

　　先求方程 ( 5)的平衡点 ,它总有一个非负平衡点

E0 ( x-, 0) = ( b
1 - e-f

, 0) ,当U> 1时有一个正平衡点

E
*
( x

*
, y

*
) = (

be
Uf

e
Uf

- 1
,

b( e
f
- e

Uf
)

( 1 - e
f
) ( e

Uf
- 1)

) .在E0或

E
* 的邻域内 ,方程 ( 5)的动力性由其线性化方程

　　X (n+ 1)f= AXnf ( 6)

决定 ,其中 A是线性化方程 ( 6)对应的矩阵 , X = (x ,

y ) . 当 A的特征值的模小于 1,即 A满足以下 Jury[9 ]

条件时 , E0或E
*
是稳定的:

　　 1 - trA+ detA > 0, ( 7a)

　　 1+ trA+ detA > 0, ( 7b)

　　 1 - detA > 0, ( 7c)

其中 t rA为 A的迹 ; detA为 A的行列式 .这三个不等

式不成立时分别对应着 A的特征值的模大于 1的 3种

情形: ( 7a )不成立意味着 A的其中一个特征值大于

1; ( 7b)不成立意味着 A的其中一个特征值小于 - 1;

( 7c)不成立意味着 A有一对模大于 1的复共轭特征

值 .

　　对非负平衡点E0 ( x-, 0) ,不难知道它所对应的矩

阵 A,

　　A =
e-f ( 1 - eUf) e-f

0　 e(U- 1)f　　
,

因此当U< 1时 A的 2个特征值λ1 = e
-f

,λ2 = e
(U- 1)f

的模均小于 1,即非负平衡点E0 ( x-, 0)是稳定的 ,否则

是不稳定的 .对正平衡点 E
*
( x

*
, y

*
) ,它所对应的矩

阵

　　A =

e
Uf

- 2e
(U+ 1)f

+ e
2f

e
(U+ 1)f

( 1 - e
Uf
)

( 1 - e
f
)
2

e
f
( 1 - e

Uf
)

( e
f
- e

Uf
)
2

e
(U+ 1)f

( e
Uf

- 1)
2e
f
- e

2f
- e

Uf

e
f
( 1 - e

Uf
)

.

通过计算 ,得到:

　　 1 - trA+ detA =
( 1 - ef) ( ef - eUf)

e(U+ 1)f ,

　　 1+ trA+ detA =
G - H

e(U+ 1)f( 1 - eUf)
,

　　 1 - detA = e
Uf

- 1
e
Uf ,

其中 G ef+ eUf+ e2f; H e( 2U+ 1)f+ e(U+ 2)f+ e2Uf.

从正平衡点存在的条件U> 1可知 Jury不等式 ( 7)中

的 ( 7a)及 ( 7c)均满足 ,这样正平衡点E
* ( x* , y* )的

稳定性取决于 G是否小于 H ,即 ef+ eUf+ e2f是否小

于 e
( 2U+ 1)f

+ e
(U+ 2)f

+ e
2Uf

,如果小于 , Jury不等式 ( 7)

中的 ( 7b)满足 ,则正平衡点 E
* (x* , y* )是稳定的 ,否

则是不稳定的 .

　　综合以上结果 ,得到下列定理 1.

　　定理 1　 如果U < 1,则方程 ( 5)的非负平衡点

E0 (x-, 0) = (
b

1 - e
-f, 0)是稳定的 ,当U> 1时它是不

稳定的 , 此时有一个正平衡点 E
* ( x* , y

* ) =

( be
Uf

e
Uf

- 1
, b( e

f
- e

Uf
)

( 1 - e
f
) ( e

Uf
- 1)

) ,且当 ef+ eUf+ e2f <

e( 2U+ 1)f+ e(U+ 2)f+ e2Uf时 , 正平衡点是稳定的 , 否则

是不稳定的 .
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