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摘要　讨论系数满足一定的条件时 , 具有连续时滞和Ⅱ类功能性反应的非自治扩散竞争系统的持续生存性 , 并

给出系统周期解全局吸引的充分条件 .
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Abstract　 Persistence of a nonautonomous diffusion competi tio n system with continuous time delay
andⅡ type functional response is studied under some conditions. Furthermore, suf ficient conditions
are established fo r global at t ractivity of a periodic solution of the sy stem.
Key words　 nonautonomous competi tio n sy stem, persistence, global at t ractivity

　　众所周知 ,在种群动力学的研究中 ,种群的持续

生存和灭绝是人们非常关注的课题 . 近年来 ,对于扩

散对种群的持续生存的影响已有不少的结果
[ 1～ 4]

,人

们通过扩散可以挽救绝灭的种群 ,从而使其保持持续

生存 .但是以往的文献中只有少数工作涉及到时滞问

题 ,而且涉及到的时滞也是局限在离散型时滞 . 本文

在上述工作的基础上 , 讨论具有连续时滞和功能性

反应的非自治竞争模型:

x
 
0 = x 0 [a0 ( t ) - b0 ( t )x 0 - c0 ( t )∫

0

-f
k0 (s )  

　　 x 0 ( t + s ) ds -
U0 ( t )x 1

1+ T( t ) x1
] ,

x
 
1 = x 1 [a1 ( t ) - b1 ( t )x 1 - c1 ( t )∫

0

-f
k1 (s )x 1 ( t+

　　 s) ds -
U1 ( t ) x0

1+ T( t )x 1
]+ ∑

n

i= 2

Di 1 ( t ) (xi - x 1 ) ,

x
 
j = xj [aj ( t ) - bj ( t ) xj - cj ( t )∫

0

-f
kj (s )x j ( t+

　　 s) ds ]+ ∑
n

i= 1
Dij ( t ) ( xi - x j ) , ( j = 2, 3,… ,n )

( 1)

其中 ,ai ( t ) ,bi ( t ) ,ci ( t ) ,Ui ( t ) , Di j ( t ) ( i = 0, 1,… ,n , j

= 1, 2,… ,n) ,T( t )是连续的严格正的函数 . x 0和 x 1

分别表示 2个竞争种群 X 0和 X在斑块 1中的密度 ,

xj ( j = 2, 3,… ,n ) 是种群 X 在斑块 j中的密度

. Dij ( t ) ( i , j = 1, 2,… ,n)表示种群 X在斑块之间的

扩散系数 . ki (s )是分段连续函数 ,并且∫
0

-f
ki (s) ds =

1, ( i = 0, 1, 2,… ,n) .

　　记 f
L = inf

t≥ 0
f ( t ) , f M = sup

t≥ 0
f ( t ) . 本文假定方程

( 1)的系数满足下列条件:

　　 min{a
L
i ,b

L
i ,c

L
i ,T

L
,U

L
i , D

L
ij } > 0,

　　 max {aMi ,bMi ,cMi ,TM ,UM
i ,DM

i j } <+ ∞ , ( i , j = 0, 1,

… ,n) . ( 2)

　　本文中 ,采用如下记号和概念 .

　　记 x = (x 0 ,x 1 ,… ,xn )∈ R
n+ 1
+ = { x∈ R

n+ 1
: xi≥

0, i = 0, 1,… ,n} .如果 x ∈ Int Rn+ 1
+ ,则记 x > 0.基

于生态学意义 ,本文只在 Int Rn+ 1
+ 上对系统 ( 1)进行

研究 .

　　C
+ = C ( [- f, 0 ], Rn+ 1

+ )表示定义在 [- f, 0 ]上

具有范数‖ h‖ = sup
s∈ [-f, 0 ]

|h(s )|(h∈ C
+ )的非负连续
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函数构成的 Banach空间 .因此 ,如果选 C
+
为系统 ( 1)

的初始函数空间 ,易知对  h= (h0 ,h1 ,… ,hn )∈ C
+

且h( 0) > 0,则系统 ( 1)在 [- f, + ∞ )上存在唯一解

x ( t ,h) ,且对于 t∈ [0, + ∞ ) ,有 x ( t ,h) > 0,称此解

为系统 ( 1)的正解 .因此 ,在下面的研究中 ,总是假定

　　h∈ C
+

,h( 0) > 0. ( 3)

　　定义 1　 称系统 ( 1)是一致持久的 ,如果存在正

常数 m和 M使得对任意h∈ C
+ 系统 ( 1)的正解 x ( t ,

0,h) = (x 0 ( t , 0,h) , x 1 ( t , 0,h) ,… ,xn ( t , 0,h) ) (初始

时刻 t0 = 0)都有

　　m≤ lim inf
t→∞

xi ( t , 0,h)≤ lim sup
t→∞

xi ( t , 0,h)≤ M ,

( i = 0, 1, 2,… ,n ) .

1　一致持久性

　　引理 1　 R
n+ 1
+ 是系统 ( 1)的正向不变集 .

　　证明　对于 t∈ [0, + ∞ ) ,由系统 ( 1)有

　　 x0 ( t ) = x 0 ( 0) exp{∫
t

0
[a0 (u ) - b0 (u) x0 (u) -

c0 (u )∫
0

-f
k0 (s )x 0 (u+ s ) ds -

U0 (u )x 1 (u )
1+ T(u )x 1 (u )

]du}≥ 0,

　 x
 
i ( t )|x

i
= 0 = ∑

n

j= 1
Dji ( t )x j ( t )≥ 0, i≠ j ; i , j = 1, 2,

… ,n.当 xj ( t ) > 0时 ,

　　定理 1　 假设系统 ( 1)满足

　　 min
j= 2, 3,… ,n

{
a
L
j

c
M
j
,
a
L
0

UM
0
} > max

i= 1, 2,… , n
{
a
M
i

b
L
i
} , min{

a
L
1

UM
1 + c

M
1
,

a
L
0

UM
0 + c

M
0
} > max

i= 0, 1,… , n
{
a
M
i

b
L
i
} , ( 4)

则系统 ( 1)是一致持久的 .

　　证明　假设 x ( t ) = (x 0 ( t ) , x1 ( t ) ,… , xn ( t ) )表

示满足初始条件 ( 3)的任意正解 .要证明系统 ( 1)的

一致持久性只需要证明存在集合

　　D = { ( x0 ,x 1 ,… , xn )|m ≤ lim inf
t→∞

xi ( t ) ≤

lim sup
t→∞

xi ( t )≤ M , i = 0, 1,… ,n} ,

其中 m= min(m1 ,m 2 ) , M = max (M 1 , M2 ) ,使得存在

T > 0,当 t > T时 ,x ( t )∈ D. 这里 mi , Mi ( i = 1, 2)

满足

　　 0 < mi < m
*
i , Mi > M

*
i , ( i = 1, 2) . ( 5)

　　M
*
1 = max

i= 1, 2,… , n
{
a
M
i

b
L
i
} , M*

2 =
a
M
0

b
L
0
,

　　m
*
1 = min{

a
L
1 - (UL

1 + c
L
1 )M

b
M
1

,
a
L
j - c

M
j M1

b
M
j

} ,

( j = 2, 3,… ,n ) ( 6)

　　m
*
2 =

a
L
0 - (U

M
0 + c

M
0 )M

b
M
0

.

　　在条件 ( 4)成立时 ,由于能选择 Mi充分靠近

M
*
i ,所以可得 m

*
i > 0( i = 1, 2) .

　　首先 ,从系统 ( 1)能得到

　　 x
 
0|x 0

= M
2≤ x 0 (a

M
0 - b

L
0 x 0 )|x 0

= M
2 < 0,

　　 x
 
1　x 1 = M1

x 1≥ xi

≤ x 1 (aM1 - b
L
1x 1 ) + ∑

n

i= 2

Di 1 ( t ) (xi -

x1 )　 x1 = M 1
x1≥ xi

< 0,

　　 x j　 xj = M1
xj≥ xi

≤ x j (aMj - b
L
j xj ) + ∑

n

i= 1

Dij ( t ) ( xi -

xj )　x j = M 1
x j≥ xi

< 0, ( j = 2, 3,… ,n) ,

令 h ( t ) = max {x 1 ( t ) ,x 2 ( t ) ,… ,xn ( t ) } ,得到

　　h ( 0) ≤ M1 h ( t ) ≤ M 1 , ( t ≥ 0) , x0 ( 0) ≤

M2 x0 ( t )≤ M2 , ( t≥ 0) ,

　　显然 ,可选取λ= min
i= 1, 2,… , n

M1 (bLi M 1 - a
M
i ) > 0,使

得

　　 ( i)如果 x1≥ M 1 , x1≥ xj ( j = 2, 3,… ,n) ,有

　　 x
 
i ( t )|xi= 0 = ∑

n

j= 1
Dji ( t ) xj ( t )≥ 0, ( 7)

　　 ( ii )如果 x j≥ M1 ,x j≥ xi ( j = 2,… ,n, i = 1, 2,

… ,n, i≠ j ) ,有

　　 x
 
j≤ x j (a

M
j - b

L
j xj )≤ M1 (a

M
j - b

L
j M1 )≤ - λ<

0, ( 8)

这意味着 h ( t )以速度λ单调递减 ,因此如果 h ( 0) >

M1 ,则存在 T1 > 0,当 t≥ T1时 ,有 h( t )≤ M1 . 这说

明当 t≥ T1时 ,有

　　 xi ( t )≤ M 1 , ( i = 1, 2,… ,n) , ( 9)

　　如果 x0 > M 2 ,选取U= M2 (b
L
0M 2 - a

M
0 )有

　　 x
 
0≤ x 0 ( t ) (aM0 - b

L
0 x 0 ( t ) )≤ M2 (aM0 - b

L
0 M2 )

= - U < 0, ( 10)

这意味着 x 0 ( t )以速度U严格单调递减 ,所以存在 T 2

> T1 ,当 t≥ T2时 ,x 0 ( t )≤ M 2.

　　其次 ,令 T 3 > T2 ,当 t≥ T3时 ,由系统 ( 1)得

　　 x 0|x
0
= m

2
≥ x 0 (aL0 - (cM0 + UM0 )M -

b
M
0 x 0 )|x

0
= m

2
> 0,

　　 x
 
1　x 2 = M1

x 1≤ xi

≥ x 1 (aL1 - (cM1 + UM
1 )M - b

M
1 x 1 ) +

∑
n

i= 2

Di 1 ( t ) (xi - x 1 )　x 2= M 1
x 1≤ xi

> 0,

　　 x
 
j　 xj = M1

xj≤ xi

≥ x j (a
L
j - b

M
j xj - c

M
j M1 ) +

∑
n

i= 1

Dij ( t ) ( xi - x j )　 xj = M 1
xj≤ xi

> 0, ( j = 2, 3,… ,n) .

　　 令 f ( t ) = min{ x1 ( t ) ,x 2 ( t ) ,… ,xn ( t ) } ,用上述

类似方法可以证明 ,如果 0 < f ( t ) < m1 ,则存在W>

0, f ( t )以速度W单调递增 ,所以 ,如果 0 < f ( 0) <
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m1 ,则存在 T4 > T 3 ,当 t≥ T4时 ,有 f ( t )≥ m1 ,如果

0 < x0 ( 0) < m2 ,则

　　 x 0 ( t )≥ x 0 ( 0) [aL0 - ( cM0 + UM
0 )M 1 - b

M
0 M2 ]> 0.

所以 ,如果 x0 ( 0)≤ m2 ,则存在 T > T4 ,当 t≥ T时 ,

有

　　 x0 ( t )≥ m2 ,xi ( t )≥ m1 , ( i = 1, 2,… ,n) .

　　最后 ,当 t≥ T时

　　 x ( t ) = (x 0 ( t ) , x1 ( t ) ,… , xn ( t ) )∈ D,

所以系统 ( 1)是一致持久的 .证毕 .

2　周期解的存在性及全局吸引性

　　假设系统 ( 1)除满足条件 ( 4)外 ,所有系数都是

以 T为周期的周期函数 .由定理 1和文献 [5]的定理

2有

　　定理 2　 如果定理 1的条件成立 ,则周期系统

( 1)至少存在一个严格正的 T周期解 .

　　定理 3　 假设定理 1的条件成立 ,且还满足

　　
UM

1

1+ T
L
m

*
1
+ c

M
0 < b

L
0 ,

　　∑
n

i= 2

D
M
i

m
*
1
+
UM0 + UM

1TMM2

( 1+ T
L
m

*
1 )

2 + c
M
1 < b

L
1 , ( 11)

　　
D

M
j 1

m
*
1
+ ∑

n

i= 2

D
M
ij

m
*
1
+ c

M
j < b

L
j , ( j = 2, 3,… ,n ) ,

则系统 ( 1)有唯一的正周期解 ,且此周期解是全局吸

引的 .

　　证明　由定理 2知系统 ( 1)存在正周期解 ,设此

周期解为 Z ( t ) = (x 0 ( t ) ,x 1 ( t ) ,… ,xn ( t ) ) . 再设

Z
*

( t ) = (u0 ( t ) ,u1 ( t ) ,… ,un ( t ) )是系统 ( 1)的任一正

解 ,且 ui ( 0) > 0, ( i= 0, 1,… ,n) .则存在 T > 0,使当

t≥ T时 ,有 Z ( t )∈ D ,Z* ( t ) ∈ D . 令

　　X i ( t ) = ln xi ( t ) , ( i = 0, 1,… ,n) ,

　　Ui ( t ) = ln ui ( t ) , ( i = 0, 1,… ,n) .

定义 Lyapunov函数

　　V ( t ) = ∑
n

i= 0

{|X i ( t ) - Ui ( t )|+

c
M
i∫

0

-f
ki (s ) (∫

t

t+ s
|x i (θ) - ui (θ)|dθ)ds}.

　　沿系统 ( 1)计算 V ( t )的上右导数 .

　D
+

V ( t ) =

X 0 ( t ) - U0 ( t )
|X 0 ( t ) - U0 ( t )|

[- b0 ( t ) (x 0 ( t ) - u0 ( t ) ) -

c0 ( t )∫
0

-f
k0 (s ) (x 0 ( t+ s ) - u0 ( t+ s) )ds -

U0 ( t ) (
x 1 ( t )

1+ T( t ) x1 ( t )
-

u1 ( t )
1+ T( t )u1 ( t )

) ]+

X 1 ( t ) - U1 ( t )
|X 1 ( t ) - U1 ( t )|

[- b1 ( t ) (x 1 ( t ) - u1 ( t ) ) -

c1 ( t )∫
0

-f
k1 (s) x1 ( t+ s )dx + ∑

n

i= 2

Dij ( t ) (
xi ( t )
x1 ( t )

-

ui ( t )
u1 ( t )

) - U1 ( t ) (
x 0 ( t )

1+ T( t )x 1 ( t )
-

u0 ( t )
1+ T( t )u1 ( t )

) ]+

∑
n

j= 2

X j ( t ) - Uj ( t )
|X j ( t ) - Uj ( t )|

[- bj ( t ) (x j ( t ) - uj ( t ) ) -

cj ( t )∫
0

-f
kj (s ) ( xj ( t+ s ) - uj ( t + s ) ) ds+

∑
n

i= 1
Dij ( t ) (

xi ( t )
x j ( t ) -

ui ( t )
uj ( t ) ) ]+

D
+

{∑
n

i= 0
[c
M
i∫

0

-f
ki (s ) (∫

t

t+ s
|xi (θ) - ui (θ)|dθ)ds ] }≤

- (bL0 -
UM

1

1+ T
L
m

*
1

- c
M
0 )|x 0 ( t ) - u0 ( t )|- (bL1 -

∑
n

i= 2

D
M
1i

m
*
1

-
U

M
0 + U

M
1T

M
M 2

( 1+ TLm*
1 ) 2 - c

M
1 )|x 1 ( t ) - u1 ( t )|-

∑
n

j= 2

(bLj - c
M
j -

D
M
j1

m
*
1

- ∑
n

i= 2

D
M
ij

m
*
1
)|x j ( t ) - uj ( t )|,

由条件 ( 11) ,令

　　V= min{bL0 -
UM1

1+ T
L
m

*
1

- c
M
0 ,bL1 - ∑

n

i= 2

D
M
1i

m
*
1

-

UM
0 + UM

1TMM 2

( 1+ T
L
m

*
1 )

2 - c
M
1 ,b

L
j - c

M
j -

D
M
j 1

m
*
1

- ∑
n

i= 2

D
M
ij

m
*
1
} > 0,

( j = 2, 3,… ,n) ,

从而可得

　　 D
+

V ( t )≤ - V(∑
n

i= 0
|xi ( t ) - ui ( t )|) ,

因此有

　　 lim
t→∞∑

n

i= 0
|xi ( t ) - ui ( t )|= 0,

从而

　　 lim
t→∞
|xi ( t ) - ui ( t )|= 0, ( i = 0, 1,… ,n ) ,

因此 ,根据文献 [6]知道系统 ( 1)的 T周期解 Z ( t )是

全局吸引的 .

　　下证 T周期解是唯一的 .设

　　 Z
-( t ) = (x-0 ( t ) ,x-1 ( t ) ,… ,x-n ( t ) )

是系统 ( 1)的另一周期解 ,由上述证明可知:

　　∑
n

i= 0
|x-i ( t ) - xi ( t )|→ 0, ( t→+ ∞ ) .

从而 x
-
i ( t )≡ xi ( t ) ( i = 0, 1,… ,n ) .

　　证毕 .
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　　证毕 .

　　定理 2　设 G是一个图 ,g和 f是定义在 V (G)上

的 2个整数值函数 ,且对任意的 x ,y ∈ V (G)且 x≠

y ,有 f (x ) ( dG ( y ) - 2)≥ dG (x ) g (y ) ,则图 G是分数

(g , f ) -2-消去图 .

　　证明　设 ei = uivi , i = 1, 2为图 G的任何两条

边 ,令 G′= G- e1 - e2 ,显然对任意的 x∈ V (G) ,有

dG (x )≥ dG′( x )≥ dG (x ) - 2.要证明定理成立 ,只需

证明 G′有一个分数 (g , f ) -因子 .由引理 3知 ,只要证

明对任意的 x , y∈ V (G)且 x≠ y ,有

　　 f (x )dG′(y )≥ dG′(x ) g( y ) ( 3)

即可 .

　　对任意的 x , y∈ V (G)且 x≠ y ,有:

　　 f (x )dG′(y )≥ f (x ) (dG (y ) - 2)≥ dG (x )g ( y )

≥ dG′( x ) g (y ) .

　　所以 ( 3)式成立 ,由引理 3知 , G′有一个分数 (g ,

f ) -因子 .于是 ,图 G是分数 ( g, f ) -2-消去图 .

　　证毕 .
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