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摘要　设 G是 n个顶点的简单图 .运用 Reed引进的顶点不交的路覆盖 ,找出图 G的一个控制集并估算这个控制

集的基数 ,结合估算结果 ,证明如果图 G的最小度至少是 5,则图 G有基数至多是
5
14

n的控制集 .
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Abstract　 LetG be a simple g raph of n vertices. In this paper, by using the so-called vertex disjoint

path cover introduced by Reed, w e prove that the domination number is at most
5
14n for the graphs

of minimum deg ree at least five.
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　　本文所考虑的是有限阶的简单图 (无环无重边 ) .

设图 G= ( V (G) , E (G) ) , V (G)和 E(G)分别是 G的

顶点集和边集 .对于 D V (G) ,如果 V (G) - D中的

任一顶点都与 D中的某点相邻 ,则 D称为图 G的控制

集 . G的控制数V是 G中基数最小的控制集的基数 .一

般地 ,要计算图的控制数是 NP困难的 [1 ] .因此 ,用图

的其它参数来估计图的控制数的上界成为人们关注

的问题
[2 ]

.

　　设W是图 G的最小度 ,n是 G的顶点数 . Ore首先

证明:如果W≥ 1,则V≤ n
2
. McCraig与 Shepherd在

文献 [3]证明: 除了 7个例外图 ,每个最小度至少是 2

的连通图的控制数至多是
2n
5
. Reed在文献 [4 ]考虑了

W≥ 3的情形 .通过引进顶点不交的路覆盖 , Reed证

明:如果W≥ 3,则V≤
3n
8
.观察W≥ 1,W≥ 2,W≥ 3的

结果 ,一个自然的猜测是 ,如果W≥ k ,V≤
k

3k - 1
n能

否成立 [2 ] .一般地 , Caro和 Rodit ty[ 5, 6]证明如下定理 .

　　定理 A　对于任意的 n个顶点的图 G,

　　V≤ n [1 - W(
1

W+ 1
) 1+

1
W ].

　　 容易看出 ,如果W≥ 7,定理 A中的结果是比

k
3k - 1n更好的上界 .因此 ,上述的猜测只余下 k= 4,

5, 6三种情形 .本文考虑 k= 5的情形 .仍采用 Reed的

顶点不交的路覆盖 ,得到定理 1,证实了上述猜测 .

1　主要结果

　　定理 1　设 G是 n个顶点的图且W≥ 5.则

　　V≤
5
14
n.

　　文中有关的符号和概念如下 .图 G = (V (G) ,

E (G) )和 x , y∈ V (G) ,x y表示连接 x和 y的边 .如果

xy∈ E(G) ,称 x与 y相邻 ,N ( x )表示顶点 x的邻域 ;

X V (G) ,N (X ) = ∪ x∈ X N (x ) ; d (x ) = |N (x )|表

示顶点 x的在 G中的度 .如果 x与 y相邻 ,则也说 x控

制 y ,或 y控制 x ; G的 1个子图 H称为是由 U V (G)

导出的子图 ;如果 V ( H ) = U且 xy ∈ E( H )当且仅

当 xy∈ E (G) ;|G|表示图 G的顶点数 ;如果 A是 1个

集合 ,则用|A|表示它的基数 .

　　 G中的一组顶点不交的路 P1 ,… , Pk ,如果满足

V (G) = V ( P1 )∪ … ∪ V ( Pk ) ,则称为 G的 1个顶点

不交的路覆盖 ,简称为 G的 1个 vd p-覆盖 . 1条路 P
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被称为 0-路如果|P|= 0( mod 3)成立 .类似地 ,定义

P是 1-路或 2-路如果 |P|= 1( mod 3)或|P|=

2( mod 3) .设 S是 G的 1个 vd p-覆盖 ,用 Si ( i = 0, 1,

2)表示 S中 i-路的集合 .设 P= P′xP″, P′, P″分别是

1条 i-路和 1条 j -路 ( x既不在 P′中也不在 P″中 ) ,

则 x被称为 P中的 1个 ( i , j )-点 .设 P∈ S且 x是 P

的 1个端点 .如果 x与不在 P中的某点相邻 , 则 x被

称为是 P的 1个出端点 ;如果 P是 1条 2-路且 x不是

P的出端点 ,当 x与 P的某个 ( 2, 2) -点相邻时 ,则被

称为是 P的 ( 2, 2) -端点 .

2　运用路覆盖找控制集

　　设 G是 n个顶点的图且最小度W≥ 5.不妨设 G

是连通图 .取 G的 1个 vdp -覆盖 ,大致上 ,控制集是从

每条路中每 3个点取一点 .为了取得尽可能小的控制

集 ,选取满足一定条件的 vdp-覆盖 .选取 G的 1个

vdp -覆盖 S = {P1 ,… , Pk } ,设 Si ( i = 0, 1, 2)是 S中

i-路的集合 ,使得 S满足下述条件 ( 1) ～ ( 4) .

　　 ( 1) 2|S1|+ |S2|最小 ;

　　 ( 2)在满足 ( 1)的情况下使|S2|最小 ;

　　 ( 3)在满足 ( 2)的情况下使∑ P
i
∈ S

0
|Pi|最小 ;

　　 ( 4)在满足 ( 3)的情况下使∑ P
i
∈ S

1
|Pi|最小 .

　　设 Pi是 S中的 1条 1-路或 2-路 ,x是 Pi的 1个

端点 . P j是 S中不同于 Pi的 1条路且包含 1个点 y与

x相邻 .设 Pj = Pj′yPj″.本文有如下断言 .

　　断言 1
[4 ]　 Pj不是 1-路 .如果 Pj是 0-路 ,则 Pj′

与 P j″都是 1-路 .如果 Pj 是 2-路 ,则 P j′与 Pj″都是

2-路 .

　　在选取 S = {P1 ,… ,Pk }之后 ,通过重新调整 S

中的每条路 ,取 Pi′是 V ( Pi )所导出的子图上的 1条

Hamilton路 ,能得到另一个 vdp -覆盖 .取这样的 vd p-

覆盖 S′= {P1′,… , Pk′} ,使得 S′中的路上的出端点

的总数目最大 ,在满足这个条件的前提下使路上的

( 2, 2) -端点的总数目最大 .显然 , S′仍然满足条件

( 1)～ ( 4) .方便起见 ,仍用 S= {P1 ,… , Pk }来记最后

所得到的 vd p-覆盖 .为描述所选取的控制集 ,还需要

一些定义 .

　　对 S中每条含有出端点的 1-路 P ,选 1个 y P

使得 y与 P的 1个出端点相邻 ,称 y是 P的接受点 ;对

S中每条含有 2个出端点的 2-路 P ,给每个出端点选

1个 y P使得与之相邻 ,称 y是 P中对应出端点的

接受点 ;对 S中每条恰含有 1个出端点的 2-路 P ,如

果|P|≤ 11,选 1个 y P使得 y与 P的出端点相邻 ,

也称 y是 P的接受点 .如果 S中的 1条路含有接受点 ,

则称这条路是接受路 .现在递归地确定 1个 2-路的集

合 A.初始时 , A是 S中接受 2-路的集合 (由断言 1,无

接受 1-路 ) .如果 A中有 1条路 P含有出端点且未选

取接受点 ,选 1个 y P与这个出端点相邻 ,也称 y是

这个出端点的接受点 .如果这个接受点在以前的非接

受 2-路 P′上 ,添加 P′进 A.继续这一过程直到 A中

的每条路的出端点都有接受点 .由于 G是有限图 , A

是确定的集合 .确定 A后 ,为 A中每条路 P的 ( 2, 2) -

端点 x ,在 P中取 1个与 x相邻的 ( 2, 2) -点 y ,称 y是

x的内接受点 .对每条接受 2-路 P ,进行 1个划分 ,分

P= P1P2P3 ,使得 P1 , P3都是 1-路且都不含接受点以

及内接受点 ,并且相对于这些性质是极大路 .这里称

P1 , P3是 P的端路 , P2是 P的中路 .注意 ,由 P1 , P3的

极大性和断言 1,如果中路 P2上一点 x相邻 P2的 1个

端点 ,则 x是 1个接受点或内接受点 .

　　断言 2　设 P是 S中恰好含有 1个出端点 x的

1条 2-路 .如果|P|≤ 11,则 V ( P)有 1个至多 [
|P|

3
]

个点的子集控制 V (P ) - {x } .

　　断言 2将在下一节证明 (引理 3) .现先选取控制

集 .

　　 ( 1)对 S的每条 0-路 P ,取 P的所有 ( 1, 1) -点放

进 D;

　　 ( 2)对 S的每条接受 2-路 P ,取 P的中路上所有

P的 ( 2, 2) -点放进 D;

　　 ( 3)对每条含有出端点的 1-路 P,设 x ∈ P是选

取了接受点的出端点 .在 P中取 [
|P|
3 ]个点控制

P-{x } ,把这些点放进 D.对每条有 2个出端点的非接

受 2-路 P ,在 P中取 [
|P|
3 ]个点控制 P的内部点 ,把

这些点放进 D.对每条恰有 1个出端点 x的非接受 2-

路 P 且 |P|≤ 11, 在 P 中取 [
|P|

3 ]个点控制

P-{x } (由断言 2是可行的 ) ,把这些点放进 D.

　　 ( 4) 对每条不含有出端点的 1-路 P ,取控制

V (P )的 V ( P)的 1个子集 .如果可能 ,取 [
|P|
3

]个点 ,

否则取 [
|P|

3
]+ 1个点 ,把这些点放进 D.对每条不

含出端点的或恰有 1个出端点且顶点数至少是 14的

非接受 2-路 P ,取控制 V (P )的 V ( P)的 1个子集 .如

果可能 ,取 [
|P|
3

]个点 ,否则取 [
|P|

3
]+ 1个点 ,把这

些点放进 D;

　　 ( 5)对接受 2-路 P的每条端路 P1 ,如果 P与 P1

的公共端点 x与由 1或 2选进 D的点相邻 ,取 P1的

[|P|
3

]个点控制 P1中其余的点 ,把这些点放进 D.如
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果 x不与由 1或 2选进 D的点相邻 ,取一组点控制

P1 ,如果可能 ,取 [
|P|

3
]个点 ,否则取 [

|P|
3

]+ 1个

点 ,把这些点放进 D.

　　通过这 5步所得到的 D ,容易证明是 G的 1个控

制集
[ 4]

.为估算 D中的点数 ,这里定义下面一些集合 .

　　O1: P∈ S1 ,且 P有出端点或者 V ( P)的导出子图

含有至多 [|P|
3

]个点的控制集 ;

　　O2: P是非接受 2-路 ,且或者有 2个出端点 ,或者

V ( P)的导出子图含有至多 [
|P|
3

]个点的控制集 ,或

者 P恰有一个出端点且|P|≤ 11.

　　 I1: S中不在 O1中的所有 1-路 .

　　 I2: S中不在 O2中的非接受 2-路 .

　　W:接受 2-路的选取了内接受点的 ( 2, 2) -端点 ,

W: 接受 2-路的含有选取了内接受点的 ( 2, 2) -端点

的端路 .

　　E: 接受 2-路 P的满足下面条件的端路 P1 , P1与

P的公共端点既不是出端点也不是 ( 2, 2) -端点 ,且

V ( P1 )不能被 [
|P|

3
]个点控制 .

　　容易得到 ,

　　|D|= ∑
P∈ O

1

|P|- 1

3
+ ∑

P∈ O
2

|P|- 2

3
+ ∑

P∈ I
1

|P|+ 2

3
+

∑
P∈ I

2

|P|+ 1

3 + ∑
P∈ S

0

|P|

3 + ∑
P∈ A

|P|- 2

3 + |E|,

即 　|D|=
n
3

-
1
3
|O1|-

2
3
|O2|+

2
3
|I1|+

1
3
|I2|-

2
3
|A|+ |E|.

　　注意 , A中每条路至少对应 1个 O1∪ O2中一条

路的端点 ,或者 1个接受 2-路的不在 E∪ W 中的端

路的端点 ,因此 ,|A|≤|O1|+ 2|O2|+ 2|A|- |E|

- |W|,即有 ,|E|≤|O1|+ 2|O2|+ |A|- |W|.

另外 ,|E|≤ 2|A|- |W|.所以 ,

　　|D|≤ n
3
+ 2

3
|I1|+ 1

3
|I2|+ |E|

2
- |W|

2
.

　　对 E中的任意元素 T ,设 PT是包含 T的接受 2-

路 .再定义 E的 1个子集 E′. E′= { T∈ E|PT的不在

T上的端点不在 W中 }.

　　显然 ,|E′|≥ |E|- |W|,因此

　　|D|≤
n
3 +

2
3|I

1|+
1
3|I

2|+
1
2|E′| (* )

　　在下一节将证明 3个引理 ,结合 (* )式 ,本文得

到|D|≤
5
14n.

3　长度较短的 1-路

　　本节将证明满足一定条件且长度较短的 1-路 P

有 [
|P|

3
]个点的控制集 .先叙述 3个简单命题 .

　　命题 1　设 P = x 1x2… x 3k+ 1 (k≥ 1)是 1条路 .

如果 x 1还与某 1个 x 3i ( 1≤ i≤ k )相邻 ,则 V (P )有

1个 k个点的控制集 .

　　命题 2　设 C是 3k+ 1(k≥ 1)个点的圈 ,B =

x1x 2x 3是 1条路且 V (C )∩ V (B ) = ○ .如果 x2与 C

的任一点相邻 ,则 V (C )∪ V (B )有 1个 k+ 1个点的

控制集 .

　　命题 3　设 P = x 1x2… x 3k- 1 (k≥ 1)是 1条路 ,

x P.如果 x与∪ k
i= 1 {x 3i- 2 ,x 3i- 1}中某一点相邻 ,则

V (P )∪ {x }有 1个 k个点的控制集 .

　　容易证明命题 1～ 3成立 .接下来用这 3个命题

证明 2个引理 .

　　 引 理 1　 设 G 的最小 度至 少为 5,C =

x1x 2… x 3k+ 1x 1 ( 2≤ k≤ 5)是 G中的圈 , H是 V (C )在

G中的导出子图 .假设 V (C )中的点满足下列条件:如

果对任意的 v ∈ V (C )在图 H中有 1条 Hamilton路

从 v到达 x 3k+ 1 ,则 N (v ) V (C ) .那么 , H有 1个 k点

控制集 .

　　 证明 　 k = 2时 , 由于在图 H中沿圈 C有

Hamilton路从 x 1到 x 3k+ 1 ,所以 ,N ( x1 ) V (C ) .因而

x1与 H中 5个点相邻 ,所以 H有 1个 2点控制集 .以

下只对 k = 5证明 ,对其它情形可用与之类似的方法

证明得到 .

　　设 k= 5,则 C = x 1x2… x16x 1 , x3k+ 1 = x 16 .方便起

见 ,记 C
-
= x 1x2… x16 .对于 1≤ i , j≤ 16,记 xiC

-

x j (或 x jC
-
xi )是 C

- 在 xi与 xj之间的这一段路 (包括

xi , xj ) .用反证法 .假设 H没有 5点控制集 ,这里先得

到一些关于 x1的邻域的位置的信息 ,进而推出矛盾 .

　　显然 ,在图 H中沿圈 C从 x 1 , x15都有 Hamilton

路到达 x 16 ,因而 , N (x 1 ) V (C )且 N (x 15 ) V (C ) .

注意 , x 1与 x15在圈 C中从位置上是关于 x 16对称的 .

因此 ,以下所得到的 x 1的邻域的性质对 x15也对应成

立 .由命题 1, x1与 x3k ( 1≤ k≤ 5)不相邻 ,对应地 ,x 15

与 x3k+ 1 ( 0≤ k≤ 4)不相邻 .下面分 2步推出矛盾 .

　　 (Ⅰ ) x 1与 x 7不相邻 .

　　证明　如果 x1与 x 7相邻 ,由于 x9 ,x 12分别控制

了 x8 ,x 10和 x11 ,x 13 ,对于 x 14x 15x16和圈 x1C
-
x7x 1 ,当

x15与这个圈的任一点相邻时 ,运用命题 2可得到 H

的 5点控制集 ,矛盾 .因此 ,N (x 15 ) - {x 14 , x16 } 

{ x8 , x9 ,x 11 ,x 12} .由于 x15与 H中至少 5点相邻 ,所

以 ,x 15或者与 x 8 , x9都相邻 ,或者与 x11 ,x 12都相邻 .如

果 x 15与 x8 ,x 9都相邻 ,则在 H中有 Hamilton路从 x 10

到 x16 (即 x 10C
-
x 15x9C

-
x 1x16 ) ,因此 N (x 10 ) V (C ) .
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这样 ,x 10必与圈 C′= x 1x2… x 8x 15x 16x1的点相邻 .对

x9x 10x11和 C′运用命题 2可得到 H的 5点控制集 ,矛

盾 .如果 x 15与 x 11 , x12都相邻 ,类似可推出矛盾 . (Ⅰ )

证毕 .

　　类似还可得到 x1与 x 10 ,x 13不相邻 .因而 , N (x 1 )

- { x2 ,x 16 } {x 4 , x5 ,x 8 , x 11 , x14 }.对称地 ,N (x 15 ) -

{x 14 , x16 } {x 12 ,x 11 , x8 ,x 5 ,x 2} .

　　 (Ⅱ ) x 1与 x 14不相邻 .

　　证明　如果 x1与 x 14相邻 ,由于 x1控制了 x2 ,x 14

和 x16 ,由命题 3和假设 ,可推出 x 15只可能还与 x 11 ,

x8 , x5 ,x 2这些点相邻 .如果 x 15与 x 11相邻 ,由于 H中

有 Hamilton路从 x13到 x 16 (即 x 13C
-
x 1x14C

-
x16 ) ,所以

N (x 13 ) V (C ) ,对 x 12x13x 14和圈 x 1C
-
x11x 15x16x 1运

用命题 2可推出矛盾 .否则 ,x 15与 x2 ,x 5 ,x 8都相邻 ,

因 此 , H 中 有 Hamilton 路从 x 3 到 x 16 (即 x 3C
-

x 15x2x 1x16 ) ,所以 N (x 3 )  V (C ) .现对 x2x 3x4和圈

x5C
-
x14x 1x 16x1 5x 5运用命题 2可导出矛盾 . (Ⅱ )证毕 .

　　由 (Ⅱ ) ,x 1与 x 14不相邻 ,对称地 ,x 15与 x 2不相

邻 .现如果 x 1与 x 11相邻 ,由于 x 1 , x 13分别控制了 x 2 ,

x11 , x16和 x12 ,x 14 ,则类似由命题 3可推出 N ( x15 ) -

{x 14 , x 16 } { x5 ,x 8 ,x 11 , x12 }.由前面的推理可知 x 15

不与 x 11 , x12同时相邻 ,因此 , x 15与 x5 ,x 8都相邻 .由于

x15与 x 5相邻 , H中有 Hamilton路从 x6到 x16 (即 x 6C
-

x15x 5C
-
x 1x 16 ) ,所以 N (x6 ) V (C ) .如果 x 6与圈 C1′

= x 1x 11C
-
x 15x 16x1中某点相邻 ,对 x5x 6x 7和 C1′运用

命题 2,再加上 x 3 , x9是 H的 5点控制集 ;否则 ,由命

题 1, x6和圈 C2′= x8C
-
x 11x 1x16x 15x8某些点必相邻 ,

对 x 5x 6x7和 C2′运用命题 2,再加上 x 3 , x13也得到 H

的 5点控制集 ,矛盾 .因此 ,x 1与 x 11也不相邻 .

　　综上所述 , x1与 x 4 , x 5都相邻 ,运用命题 2类似可

得出矛盾 .引理 1得证 .

　　 引理 2　 设 G 的最 小度 至少 为 5,C =

x1x 2… x 3k+ 2x 1 ( 2≤ k≤ 5)是 G中的圈 , H是 V (C )在

G中的导出子图 .假设 V (C )中的点满足下列条件:如

果对任意的 v ∈ V (C )在图 H中有 1条 Hamilton路

从 v到达 x 3k+ 2 ,则 N (v ) V (C ) .那么 , H有 k个点控

制 V (C ) - {x 3k+ 2} .

　　证明　下面只对 k= 5证明 ,对其它情形可用类

似的方法证明得到 .

　　设 k= 5,则 C= x1x 2… x17x 1 , x 3k+ 2 = x17 .类似记

C
-
= x 1x 2… x17 .对于 1≤ i , j≤ 17,记 xiC

-
xj (或 xjC

-

xi )是 C
- 在 xi与 xj之间的这一段路 (包括 xi , xj ) .用

反证法 .假设 H没有 5点控制集 ,先得到一些关于 x 1

的邻域的位置的信息 , 进而推出矛盾 .

　　在图 H中沿圈 C从 x1 ,x 16都有到 x 17的 Hamilton

路 ,因而 , N (x 1 ) V (C )且 N (x 16 ) V (C ) .注意 ,x 1

与 x16在圈 C中从位置上是关于 x 17对称的 .因此 ,以

下所得到的 x1的邻域的性质对 x 16也对应成立 .由命

题 1,x 1与 x 3k ( 1≤ k≤ 5)不相邻 , 对应地 , x 16与

x3k- 1 ( 1≤ k≤ 5)不相邻 .下面分 5步证明 .

　　 (Ⅰ ) x 1与 x 16不相邻 .

　　证明　假设 x1与 x 16相邻 ,则 H中从 x2 ,x 15都

有 Hamilton路到 x17 ,所以 ,N ( x2 ) V (C ) , N ( x15 ) 

V (C ) .同引理 1的证明 ,可得到 x 1与 x 13 , x1 0不相邻 ,

以及 x 16与 x 4 ,x 7不相邻 .

　　如果 x 1还与 x 14相邻 ,则 x14控制了 x 1 , x 13和 x15 ,

由命题 3,可得到 x16与 x10 ,x 13都相邻 .因此 , x 13控制

了 x12 , x 14和 x16 .仍由命题 3可推出 N ( x15 - { x14 ,

x16 } {x 3 , x6 ,x 9 ,x 12 , x17 }.从而 ,x 15必与 x 3 ,x 6 , x9 ,

x12中的一些点相邻 .因此 ,由于 x 1控制了 x2 ,x 14和

x16 ,由命题 3, H有 5个点控制 V (C ) - { x 17 } ,矛盾 .

因此 x 1与 x 14不相邻 ,对应地 , x16与 x3不相邻 .

　　如果 x 1与 x 11相邻 ,则 x 11 , x14分别控制了 x1 ,

x10 , x 12和 x13 ,x 15 ,由命题 3,类似可推出 N (x 16 ) -

{ x15 , x17 } {x 10 ,x 12 , x13 }.运用命题 2可推出 x 16与

x12 , x13不同时相邻 .因此 , x16与 x10必然相邻 ,且与

x12 ,x 13中一点相邻 .再看点 x 15 .对路 x 15C
-
x 1x 16用命

题 1可推出 x 15与 x 13 ,x 10 , x1不相邻 .又由于 x 1 , x13分

别控制了 x2 ,x 11 ,x 16和 x12 ,x 14 ,由命题 3,可推出 x 15

与 x3 ,x 6 ,x 9也不相邻 .另外 ,x 10 , x13分别控制了 x9 ,

x11 , x16和 x 12 , x14 ,由命题 3可推出 N ( x15 ) - { x14 ,

x16 } {x 11 ,x 12 , x17 }.因此 ,x 15与 x 11 , x1 2都相邻 .所

以 ,x 13C
-
x15x 12C

-
x1x 16x 17是 H中 Hamilton路 ,因此 ,

N ( x13 ) V (C ) .对 x 12x 13x14和圈 x 1C
-
x 11x15x 16x 1运

用命题 2可得到 H有 5个点控制 V (C ) - { x17 } ,矛

盾 .因此 x 1与 x 11也不相邻以及 x16与 x6也不相邻 .

　　如果 x1与 x 8相邻 ,则 x 1与 x 4 , x7都不相邻 .否

则 , 当 x 1与 x 4相邻时 ,x 3C
-

x 1x 4C
-

x 17是 H 中

Hamilton路 ,因而 N ( x3 ) V (C ) . 对 x 2x 3x 4和圈

x1x 8C
-
x 16x 1运用命题 2可推出 x 3与这个圈中的点不

相邻 . 再对 x3C
-
x1x 4C

-
x 16用命题 1可推出 , x3与 x5 ,

x7都相邻 .从而 , { x3 , x7 ,x 10 , x13 ,x 16 }控制 V (C ) -

{ x17 } ,矛盾 .当 x1与 x7相邻时 ,x 6C
-
x1x 7C

-
x17是 H中

Hamilton路 , 因而 N (x 6 V (C ) . 对 x 5x 6x 7和圈

x1x 8C
-
x16x 1运用命题 2可推出 x 6与这个圈中的点不

相邻 .再对 x 6C
-
x 1x 7C

-
x 16用命题 1可推出 , x6与 x2 ,

x3 都相邻 . 这时 ,x 4C
-
x 6x3C

-
x1x 7C

-
x17 是 H 中

Hamilton路 ,因而 N ( x4 ) V (C ) . 对 x 3x 4x 5和圈
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x1x 2x6C
-
x16x 1运用命题 2可推出矛盾 .因此 , x1与 x 4 ,

x7不相邻 .所以 , x1与 x 5要相邻 .这时需要再检查 x 16

的邻域 .分 3种情况讨论 .

　　 ( i)如果 x16与 x9相邻 ,则同 x 1可推出 x 16与 x 12

要相邻 .由于 N ( x2 ) V (C ) ,这里来检查 x2的相邻

点 .如果 x2与 {x 6 , x9 ,x 15 , x 17}任意点相邻 ,则 H中有

1条 Hamilton路从 x 3到 x 17 .例如 x 2与 x 6相邻时 ,

x3C
-
x 5x1x 2x 6C

-
x 17是 H中有 1条 Hamilton路 .因此 ,

N (x 3 ) V (C ) .对 x3x 4x5和圈 x 1x5C
-
x16x 1运用命题

2可得到矛盾 .因此 x2与这些点不相邻 .再对 x 2C
-

x 16x1x 17用命题 1可推出 , N (x 2 ) - { x1 ,x 3 } {x 5 ,x 8 ,

x11 , x12 ,x 14} . 由于 x 16控制了 x 1 ,x 9 , x15 ,由命题 3,x 2

与 x 11 , x14也不相邻 .因此 ,x 2与 x 5 , x8 ,x 12都相邻 .因

此 , Q11′= x11C
-
x2x 12C

-
x16x 1x 17 是 H 的一条 it

Hamilton路 , 从而 ,N (x 11 )  V (C ) . 类似地 , 对

x10x 11x12和圈 x 1x2C
-
x9x 16x1运用命题 2可推出 x11与

这个圈中的点不相邻 .对 Q11′用命题 1则可知 x 11与

x14 ,x 15都相邻 .因此 , {x 2 , x 5 , x8 ,x 11 , x 12}控制 V (C )

- {x 17} ,矛盾 .

　　 ( ii)如果 x 16与 x 10相邻 ,则 x1 0C
-
x16x 10构成 7圈 .

由命题 2, x 2与这些点都不相邻 .对 x 2C
-
x 16x1x 17用命

题 1则可推出 , N (x 2 ) - { x1 ,x 3 } {x 5 , x6 ,x 8 ,x 9 ,

x17 } .因此 ,x 2与 x 6 ,x 9 , x17至少一点相邻 .同 ( i)一样

可得到 H中有一条 Hamilton路从 x3到 x 17 ,同 ( i)的

推理可得到矛盾 .

　　 ( iii) 否则 , x16与 x12 ,x 13都相邻 . x 14C
-
x16x 13C

-

x 1x17是 H中有 1条 Hamilton路 ,因此 ,N ( x14 ) 

V (C ) .对 x13x 14x 15和圈 x 1C
-
x12x 16x 1运用命题 2可得

到矛盾 .

　　综上所述 , x 1与 x8不相邻 .因此 x1与 { x4 ,x 5 ,x 7}

至少 2点相邻 . 从 ( iii)的推理可知 x1与 x 4 , x 5不同时

相邻 .所以 ,x 1与 x 7要相邻 .对应地 ,x 16与 x 10要相邻 .

同 ( ii)的推理可知 ,N (x 2 ) - {x 1 , x 3} { x5 ,x 6 ,x 8 ,

x9 , x 17} .如果 x 2与 x9相邻 ,则 {x 4 , x7 ,x 9 , x 11 , x14 }控

制 V (C ) - { x17 } ,矛盾 .如果 x 2与 x 5 , x6都相邻 ,则

x4C
-
x 2x5C

-
x 16x1x 17是 H中有 1条 Hamilton路 ,因此 ,

N (x 4 ) V (C ) .对 x 3x4x 5和 x1x 2x 6C
-
x16x 1运用命题

2可推出矛盾 .否则 , x2与 x17必然相邻 .同对 x 2的推

理 ,也可推出 x15与 x17必然相邻 .由于 x17控制 x 1 ,x 2 ,

x15 , x16 , H有 5个点控制 V (C ) - {x 17 } ,矛盾 .因此 x 1

与 x 16不相邻 . (Ⅰ )证毕 .

　　 (Ⅱ ) x 1与 x 14不相邻 ,x 16与 x 3不相邻 .

　　证明　假设 x 1与 x14相邻 .由于 x 14控制了 x 1 ,

x13 , x15 ,由命题 3可得 N (x 16 ) - {x 15 , x17 } {x 4 ,x 7 ,

x10 ,x 13 }.如果 x16与 x 13相邻 ,则 Q2′= x 2C
-
x13x 16C

-

x14x 1x 17是 H中有 1条 Hamilton路 ,因此 ,N (x 2 ) 

V (C ) .由于 d (x 16 )≥ 5,x 16与 x 4或 x7还相邻 . 对于

x1x 2x 3和圈 x 4C
-
x 16x 4 (或 x 7C

-
x 16x7 )运用命题 2可推

出 x2与 x17相邻 .由于 x 2与 x 1相邻 , Q2′∪ { x2x 17 }是

H一条 Hamilton圈 ,则这是与 (Ⅰ )同样的情形 ,同理

可导出矛盾 .因此 ,x 16与 x13不相邻 .所以 ,x 16与 x4 ,

x7 , x10都相邻 .则 Q5′= x 5C
x
16x 4C

-
x1x 17是 H中有 1条

Hamilton路 . 因此 , N ( x5 ) V (C ) . 对 x 4x5x 6和圈

x7C
-
x16x 7运用命题 2可知 x 5与这个圈中的点不相

邻 .对 Q5′- { x17 }用命题 1可推出 x 5与 x 3 , x1 ,x 17都

相邻 .由于 x 5与 x 1相邻 , Q5′∪ {x 5x17 }是 H一条

Hamilton圈 ,则这也是与 (Ⅰ )同样的情形 ,同理可导

出矛盾 .因此 ,x 1与 x 14不相邻 ,对称地 ,x 16与 x3不相

邻 . (Ⅱ )证毕 .

　　 (Ⅲ ) x 1与 x 13相邻 ,x 16与 x4不相邻 .

　　证明　假设 x1与 x13相邻 .则 x16与 x 12不相邻 ,

否则 x15C
-
x 13x 1C

-
x12x 16x17是 H的 Hamilton路 ,对

x14x 15x 16和圈 x 1C
-
x13x 1运用命题 2可得到矛盾 . (由

此可知 H中不能有从 x15到达 x17的 Hamilton路 ) .另

一方面 , x12C
-
x1x 13C

-
x 16x17是 H的 Hamilton路 ,因

此 , N (x 12 ) V (C ) .由此 ,通过运用命题 1和 2可推

出 x1与 x10不相邻 .现再检查 x 1与其它点的情况 .

　　 如果 x 1与 x 11相邻 ,则 x16与 x 10不相邻 (否则

x15C
-
x 11x 1C

-
x 10x 16x17是 H的 Hamilton路 ,矛盾 ) .由

于 x 11 , x 14分别控制了 x 1 , x10 ,x 12和 x13 ,x 15 ,由命题 3,

可得到 x16与 x 4 , x7 ,x 13都相邻 .类似于 (Ⅱ )的推理可

得到矛盾 . 因此 ,x 1与 x11不相邻 .

　　 如果 x 1与 x8相邻 ,类似地用命题 3可得到

N ( x16 ) - {x 15 ,x 17} { x4 ,x 9 ,x 10 , x13 }.容易证明 x 16

与 x 9 , x10不同时相邻 (否则 x 15C
-
x10x 16x9C

-
x 1x17是 H

的 Hamilton路 ,矛盾 ) .因此 ,x 16与 x4 ,x 13都相邻 .注

意这时 x1还与 x 4 , x5 ,x 7中一点相邻 .如果 x 1与 x 5或

x7也相邻 ,则 x 2C
-
x 4x16C

-
x 5x1x 17或 x2C

-
x 7x 1x 8C

-

x 16x17是 H的 Hamilton路 ,因此 ,N (x 2 ) V (C ) .对

x1x 2x 3和圈 x 4C
-
x16x 4运用命题 2可得到矛盾 . 否则

x1与 x4相邻 .则 x3C
-
x1x 4C

-
x16x 17是 H的 Hamilton

路 ,因此 , N ( x3 ) V (C ) .由于 N (x 1 ) {x 2 ,x 4 , x13 }

以及 N (x 1 ) { x2 ,x 4 ,x 8} ,两次运用命题 3可推出

N ( x3 ) - { x2 ,x 4 } {x 7 , x14 ,x 17 }.这时 ,x 15C
-
x 8x 1C

-

x3x 7C
-
x4x 16x 17是 H的 Hamilton路 ,同样得到矛盾 .因

此 ,x 1与 x 8不相邻 .

　　如果 x 1与 x 7相邻 ,则 x1C
-
x 7x1是 7圈 .运用命题

1和命题 2,可推出 N (x 12 ) - {x 11 , x13 } {x 8 ,x 9 , x14 ,
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x17 } . 如果 x 12与 x 8 , x9 都相邻 , 则 x 10C
-
x12x 9C

-

x1x 13C
-
x 16x17是 H的 Hamilton路 ,运用命题 2和命题

1可推出 , x 10与 x16 ,x 17都相邻 ,这是与 (Ⅰ )相同的情

形 ,矛盾 .否则 x12与 x 14 , x 17都相邻 .这时 x14控制了

x12 ,x 13 , x15 ,由命题 3和前述的结论 , x16则与 x 6 ,x 9 ,

x13 都相邻 . 因此 , x15x 14x12C
-
x1x 13x 16x17 是 H 的

Hamilton路 ,矛盾 .

　　综上所述 ,则 x 1与 x 4 , x5都相邻 ,则 x3C
-
x1x 4C

-

x16x 17是 H的 Hamilton路 .类似于上一段的 x 10的情

形对 x 3讨论可得到矛盾 .因此 , x 1与 x 13相邻 ,对称

地 , x16与 x4不相邻 . (Ⅲ )证毕 .

　　 (Ⅳ ) x 1与 x 11不相邻 ,x 16与 x 6不相邻 .

　　证明　假设 x 1与 x11相邻 .由于 x11 ,x 14分别控

制 x 1 , x10 ,x 12和 x 13 , x 15 , 由命题 3可得 x 6 ,x 9  

N (x 16 ) .由 (Ⅰ )～ (Ⅲ )的结论有 N (x 16 ) - {x 15 ,x 17}

 {x 7 , x 10 , x12 ,x 13 }.如果 x16与 x 7 ,x 10都相邻 ,则 Q2′

= x2C
-
x 10x16C

-
x 11x 1x 17是 H的 Hamilton路 ,所以

N (x 2 ) V (C ) .对 x1x 2x3和圈 x7C
-
x 16x 7运用命题 2

可知 x 2与这个圈上的点不相邻 .对 Q2′- {x 17 }运用

命题 1可推出 x 2与 x 17相邻 ,则这是与 (Ⅰ )相同的情

形 ,矛盾 .如果 x 16与 x 10 , x12 ,x 13都相邻 ,则 Q14′=

x14C
-
x16x 13C

-
x 1x 17是 H的 Hamilton路 ,所以 N (x 14 )

 V (C ) .对 x 13x 14x1 5和圈 x 1C
-
x 10x 16x12x 11x1运用命

题 2可得到矛盾 .如果 x 16与 x 7 , x12 ,x 13都相邻 ,同样

有 N ( x14 ) V (C ) .对 x 13x14x 15和圈 x 1C
-
x7x 16x 12x11x 1

运用命题 2可推出 x 14与这个圈中的点不相邻 ,对

x13x 14x15和圈 x7C
-
x 12x16x 7运用命题 2可推出 x14与这

个圈中的点不相邻 ,矛盾 . (Ⅳ )证毕 .

　　 (Ⅴ ) x 1与 x 10不相邻 ,x 16与 x 7不相邻 .

　　证明　假设 x1与 x 10相邻 .如果 x16与 x 9相邻 ,

则 Q15′= x 15C
-
x10x 1C

-
x9x 16x 17是 H的 Hamilton路 ,

因此 ,N (x 15 ) V (C ) .对 x 14x15x 16和圈 x 1C
-
x 10x 1运

用命题 2可推出 x 15与这个圈中的点不相邻 ,运用命

题 1可推出 x15与 x 13不相邻 .所以 ,x 15与 x 11 , x12 ,x 17

都相邻 .这里看 Q15′∪ {x 15x17 } ,由于 x15与 x16相邻 ,

这是与 (Ⅰ )相同的情形 ,矛盾 .如果 x16与 x 12 , x 13都

相邻 ,则 x 15C
-
x13x 16x 12C

-
x 1x 17是 H的 Hamilton路 ,同

上面的推理可得到 x 15与 x11 ,x 12 ,x 17都相邻 ,则有

{x 2 , x5 ,x 8 ,x 11 , x13 }控制 V (C ) - {x 17} ,矛盾 .否则 ,

由 (Ⅰ ) ～ (Ⅳ )的结论 , x16与 x7 ,x 10都相邻 .因此 Q8′

= x 8C
-
x 16x7C

-
x 1x17是 H的 Hamilton路 ,因此 , N (x 8 )

 V (C ) .对 x7x 8x9和圈 x 10C
-
x16x 10运用命题 2可推

出 x 8与这个圈中的点不相邻 .由命题 1, x8与 x5 ,x 2不

相邻 .因此 , N (x 8 ) - {x 7 , x 9} {x 1 , x3 ,x 4 ,x 6 , x17 }.

当 x8与 x6相邻时 , {x 1 , x4 ,x 8 , x 12 , x15 }控制 V (C ) -

{ x17 };而当 x 8与 x 3 ,x 4都相邻时 , {x 1 , x6 ,x 8 ,x 12 , x15 }

控制 V (C ) - { x 17 } ,矛盾 .因此 , x8与 x1 ,x 17都相邻 ,

这也是与 (Ⅰ )相同的情形 ,矛盾 . (Ⅴ )证毕 .

　　由 (Ⅰ ) ～ (Ⅴ )的结论 ,有 N ( x1 ) - {x 2 ,x 17} 

{ x4 ,x 5 ,x 7 , x8 } , N ( x16 ) - {x 15 , x 17}  {x 9 ,x 10 , x12 ,

x13 }.由于 d (x 1 )≥ 5,余下只需考虑 2种情况 .

　　先设 x 1与 x 8相邻 .则 x 1还与 {x 4 , x5 ,x 7 }中至少

2个点相邻 .分情况如下:

　　 ( i) x 1与 x5 , x7都相邻 .这时 ,x 6C
-
x1x 7C

-
x16x 17是

H的 Hamilton路 ,因此 ,N (x 6 ) V (C ) .由于 x 1控制

x2 ,x 5 , x 7 , x8 ,且 x 16与 x9或 x 10相邻 ,当 x 6与 x 3或 x 4

或路 x 9C
-
x16中任一点相邻时 ,容易找出 V (C ) -

{ x17 }的 5点控制集 .因此 ,可推出 x6与 x 2 , x8都相邻 .

因此 , x3C
-
x5x 1x 2x6C

-
x16x 17是 H的 Hamilton路 ,从

而 , N (x 3 ) V (C ) .由于 x 5 , x6控制了 x1 ,x 2 ,x 4 , x7 ,

x8 ,且 x 16与 x 9或 x10相邻 ,因此可推出 x 3与 x7 ,x 8都

相邻 .从而 {x 3 , x5 ,x 10 ,x 13 , x15 }控制 V (C ) - {x 17} ,矛

盾 .

　　 ( ii )如果 x 1与 x4 ,x 7相邻 ,则 x3C
-
x 1x4C

-
x 16x17和

x2C
-
x 7x1x 8C

-
x16x 17都是 H的 Hamilton路 ,因此 ,

N ( x2 ) V (C ) ,N ( x3 ) V (C ) .类似 ( i)可推出 x3与

x7 ,x 8相邻 ,x 2与 x 5 , x8相邻 .从而 , { x5 ,x 8 ,x 11 , x14 ,

x16 }控制 V (C ) - {x 17} ,矛盾 .

　　 ( iii) x1与 x 4 , x5都相邻 ,则 x 3C
-
x 1x4C

-
x 16x 17和

x2C
-
x 4x1x 5C

-
x16x 17都是 H的 Hamilton路 ,因此 ,

N ( x2 ) V (C ) , N (x 3 ) V (C ) .类似 ( i )则可得到 x 3

与 x5 ,x 8相邻且 x2与 x 5相邻 .因此 , { x5 ,x 8 ,x 11 , x14 ,

x15 }控制 V (C ) - {x 17} ,矛盾 .

　　因此 ,x 1与 x 8不相邻 ,对称地 ,x 16不与 x 9相邻 ,

则 x1与 x 4 , x5 , x7都相邻 ,x 16与 x10 ,x 12 ,x 13都相邻 .这

时 ,x 3C
-
x1x 4C

-
x 16x17 是 H的 Hamilton路 , 因此 ,

N ( x3 )  V (C ) . 对 x2x 3x4与圈 x1x 5C
-

x 7x 1以及

x10C
-
x 16x10两次运用命题 2,则可推出 N ( x3 ) - { x2 ,

x4 } {x 8 , x9 , x17 } ,因此 ,x 3与 x 9相邻 .从而 {x 1 , x6 ,

x9 ,x 12 , x 15}控制 V (C ) - {x 17} ,矛盾 .引理 2得证 .

　　 1个拉索就是将 1条路的 1个端点与 1个圈的任

一点粘合而得到的图 .这条路的另一端点称为拉索的

端点 , 路与圈的公共点称为拉索的连接点 ,圈称为拉

索的圈 .在以下仍假设第 2节的条件和用第 2节中的

定义和记号 ,并证明一些定理 1所需的结论 .

　　引理 3　设 P是含有至多 1个出端点的非接受

2-路且|P|≤ 11.则 V ( P)有 1个至多 [
|P|

3 ]个点的

子集控制 P的除了可能的出端点以外的所有点 .
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　　 证明　 显然 ,引理 3可推出断言 2.这里仅对

|P|= 11证明 ,其余情况类似可得 .设 V ( P )的导出

子图为 H .

　　首先设 P无出端点 .这里要推出 H有 3个点的

控制集 .如果|G|= 11,即有 G= H ,容易得到结论 .

　　事实上 ,如果 H有一点的度至少为 8,则容易看

出 H有 3个点的控制集 .如果 H的最大度为 7,设 v是

H中的点且度为 7,w 1 , w2 ,w 3是不与 v相邻的点 .如

果 w 1 , w2相邻 ,则 {v ,w 1 , w3 }是 H的 3个点的控制

集 .否则 ,据对称性可设 w1 ,w 2 , w3任两点都不相邻 .

由于 H的最小度是 5,因而 v的邻域中有一点与 w 1 ,

w2 ,w 3中的 2点相邻 .设这一点为 v1 ,与 w 1 , w2相邻 ,

则 {v , v1 , w3 }是 H的 3个点的控制集 .如果 H的最大

度为 6,设 v是 H中的点且度为 6,w1 ,w 2 ,w3 ,w 4是不

与 v相邻的点 .如果 w 1 , w2 ,w 3 , w4之间连接有至少 2

条边 ,则 w 1 , w2 ,w 3 , w4可由 2个点控制 ,从而 H有 3

个点的控制集 .否则 ,w 1 , w2 ,w 3 , w4之间至多连接一

条边 .简单计算可知 ,这时 v的邻域中一定有一点 v1

与 w 1 , w2 ,w 3 , w4的至少 3点相邻 ,类似可得 H有 3个

点的控制集 .由于|H|= 11,不可能是 5正则图 ,这

样就证明了结论 .

　　如果|G|> 11,由于 G连通 ,V ( P )中有一点 x与

V (G) - V ( P )中一点相邻 .如果 H有 Hamilton圈 ,则

V ( P)的任一点均是 H的 1条 Hamilton路的端点 ,因

此 x是 H的 1条 Hamilton路 P′的出端点 ,令 S′= S

- {P}∪ {P′}.由于选取 S是使得其出端点的总数目

最大 , S′比 S的出端点的数目多 ,因而与 S的选取矛

盾 .因此 H无 Hamilton圈 .现选取 H中的拉索使得拉

索的圈最长 .设连接点为 v.简单起见 ,记拉索的端点

为 x 11 ,沿拉索的一条 Hamilton路顺序标记顶点为

x11 ,x 10 ,… , x1 .由假设 ,x 1 ,x 11不是出端点 ,因此 x 1 ,

x11只与 V ( P)中的顶点相邻 ,且 x 1 , x11不相邻 .显然 ,

x1与 v相邻 ,由 d ( x1 )≥W≥ 5,v∈ {x 6 , x7 ,x 8 ,x 9 ,

x10 } .分情况讨论如下 .

　　 ( i) v = x 10.此时 ,如果 x 1与 x 6相邻 ,则 x1 1与 x 5

不相邻 (否则 H有 Hamilton圈 ) .另外 ,由于 {x 2 ,x 6 ,

x10 } N (x 1 ) ,如果 x11与 x 4或 x8相邻 ,则 { x1 ,x 4 ,x 8}

是 H的 3点控制集 ;又由于 {x 1 , x 5 , x7 } N (x 6 ) ,如

果 x11与 x 3或 x9相邻 ,则 {x 3 , x6 ,x 9}控制 V (P ) ,结论

成立 .否则 , N ( x11 ) {x 2 ,x 6 , x7 ,x 10 } ,即 d ( x11 )≤ 4,

矛盾 .类似可推出 ,当 x 1与 x 3或 x 9相邻时 , H有 1个

3点控制集 .如果 x 1与 x 3 , x6 ,x 9均不相邻 ,则 x1与

{x 4 , x 5 , x 7 , x8 }的至少 3个点相邻 .假设 x 1与 x 7 ,x 8相

邻以及 {x 4 , x 5}的一点相邻 ,这时从 x 2 ,x 6 , x7以及

{x 3 , x4 }的一点都 H的 Hamilton路到达 x 11 ,从而 x 11

不与这些点相邻 .由于 v = x 10 ,x 1与 x 9在拉索的圈上

的位置是对称的 ,因而 x11与 x 9也不相邻 ,从而 d ( x11 )

≤ 4, 矛盾 .类似可推出在 x 1与 x 4 ,x 5相邻以及 { x7 ,

x8 }的一点相邻时 d (x 11 )≤ 4成立 ,矛盾 .从而 H有 3

个点的控制集 .

　　 ( ii ) v = x 9 .由于选取拉索使得其圈最长 ,所以

x11与 x1 ,x 2不相邻 . 对称地 ,x 11与 x7 ,x 8不相邻 .如

果 x11与 x 9相邻 ,则 {x 3 ,x 6 , x9 }控制 V ( P ) .否则 ,x 11

与 x3 ,x 4 ,x 5 , x6都相邻 ,这时 , { x1 ,x 8 , x 11}控制 V ( P ) .

　　 ( iii)对于 v = x6 , x7 ,x 8时 ,都可类似于 ( ii)的推

理推出 H有 1个 3点的控制集 .

　　其次考虑 P有 1个出端点的情形 .设 u, w是 P的

2个端点 ,u是 P的出端点 .这时 w不是出端点 ,因此

w只与 P中的点相邻 .这样 H中有以 u为端点的拉

索 ,但它也可能是 H的 Hamilton圈 .取 H中以 u为端

点的拉索 L且使得拉索的圈最长 .同样 ,以拉索 L的

端点 u为起点 ,沿 L的 1条 Hamilton路顺序标记为这

条路的顶点为 x 11 , x10 ,… ,x 1 .设 L的连接点为 v (可能

是 x11 ) .如果 x 1与 {x 3 , x6 ,x 9 }的一点相邻 ,由命题 1,

V (P ) - {x 11 }可由 3点控制 .因此不妨设 x1与这些点

都不相邻 .由于 d ( x1 )≥ 5,v = x3k+ 1 or v = x3k+ 2 ,这

里 2≤ k≤ 3.设拉索的圈为 C.注意这时 C中的任一

点 x如果有一条路从 x通过 C所有的点到达 v ,则从

x 有 1条 H的 Hamilton路到达 x11 ,因此 ,N (x ) 

V (P ) .又由于选取拉索是使得其圈最长 ,因而 N (x )

 V (C ) ,即 ,C中的任一点 x满足引理 1或引理 2的

假设 .运用引理 1或引理 2,容易得到 V (P ) - {x 11}可

由 3点控制 .

　　引理 4　设 T ∈ E′是 A中的一条 2-路 P的端

路 ,则|T|≥ 19.

　　证明　设 T = a0… aj∈ E′和 C= c0… cl分别是

A中的 2-路 P的一条端路和中路 .设 c0与 aj在 P中

相邻 .由已知 ,c1是接受点或内接受点 .由于 T ∈ E′,

P不含有 ( 2, 2) -端点 ,因此 c1是接受点 .这里先叙述

一个断言
[4 ]

.

　　断言 3　a0只与 V ( T )∪ {c0}中的点相邻 .

　　由 S的取法和断言 3,如果 a
′
0… a

′
j是 V ( T )上的

1条 Hamilton路 ,使得 a
′
j与 c0相邻 ,则 a

′
0也只与 V ( T )

∪ {c0}中的点相邻 .

　　假设|T| < 19,由于 T ∈ E′, T中的点不能被

[
|T|

3
]个点控制 ,这里将推出矛盾 .由于 T是 1-路 ,

|T|= 3m+ 1( 0≤ m≤ 5) .设 H是由 V ( T )∪ {c0 }

导出的子图 .由于 a0只与 V ( T )∪ {c0}中的点相邻 ,

H中有以 c0为端点的拉索 . 取 H中的以 c0为端点的
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拉索 L 1使拉索的圈最长 .设 L1的连接点为 v.同样从

L1的端点 c0沿拉索的 1条 Hamilton路顺序标记这条

路的顶点为 x 3m+ 2 ,x 3m+ 1 ,… ,x 1 .由命题 1, x1与 x 3k ( 1

≤ k≤ m≤ 5)不相邻 .由于 d (x 1 )≥ 5且 x 1不是出

端点 ,则 v = x 3k+ 1或 v = x 3k+ 2 ,这里 2≤ k≤ m≤ 5.

设拉索 L1的圈为 C.同理可推出 ,C中的任一点 x满

足引理 1或引理 2的假设 .运用引理 1或引理 2,也容

易得到 V ( T )可由 [
|T|

3
]个点控制 ,矛盾 .

　　引理 5　 设 P是不含出端点的 1-路且 |P|≤

25.则 V (P )可由 [
|T|

3
]个点控制 .

　　证明　本文仅对|P|= 25证明 ,其余情况类似

可得 .用反证法 .假设结论不成立 ,可推出矛盾 .设

V ( P)的导出子图为 H .首先设|V (G)|> 25.

　　取 H中的拉索使拉索的圈最长 .同样从拉索的

端点沿拉索的 1条 Hamilton路顺序标记这条路的顶

点为 x 25 , x24 ,… ,x 1 .由命题 1,x 1与 x3i ( 1≤ i≤ 8)不

相邻 .由于 G连通 ,如果 H有 Hamilton圈 ,则 H有 1

条含出端点的 Hamilton路 ,与选取 S使得 S的出端点

的数目最大矛盾 .因此 , H没有 Hamilton圈 .因此 x 1

与 x 25不相邻 .设拉索的连接点为 v.由于 d ( x1 )≥ 5

且 x 1不是出端点 ,则 v = x 3k+ 1或 v = x3k+ 2 ,这里 2≤

k≤ 7.设拉索的圈为 C.在 k≤ 5时 ,同理可推出 ,C中

的任一点 x满足引理 1或引理 2的假设 .运用引理 1

或引理 2也容易得到 V ( P )可由 [
|P|

3
]个点控制 ,矛

盾 .因此 ,设 k≥ 6.以下分情况讨论 .方便起见 ,记

C
+ = x1x 2… x 25这条路 .对于 1≤ i , j≤ 25,记 x iC

+

xj (或 x jC
+

xi )是 C
+ 在 xi与 xj之间的这一段路 (包括

xi ,x j ) .

　　 ( i)k = 6,v = x 3k+ 1 = x 19 .因此 ,x 1与 x20 ,x 21 ,… ,

x25不相邻 .注意这时 x18与 x1是在圈 C上的位置是对

称的 ,x 18与 x20 ,x 21 ,… , x25也不相邻 .如果 x 1与 x7 ,x 8

都相邻 ,则 x 6C
+

x 1x 7C
+

x25是 H的 1条 Hamilton路 ,

因此 , 由假设和拉索的取法 ,N (x 6 ) V (C ) . 对

x5x 6x7和圈 x1x 7C
+

x 19x1用命题 2可推出 x6至多还与

x2 , x 3 , x4相邻 .对 x6C
+

x 1x 7C
+

x 25用命题 1可推出 x 6

与 x 4不相邻 ,从而 ,d (x 6 )≤ 4,矛盾 .因此 , x1与 x7 ,x 8

不同时相邻 . 类似可推出 x 1与 x 4 , x5不同时相邻 .同

理 ,可得到 x 18与 x 14 ,x 15不同时相邻 ,x 18与 x 11 , x12不

同时相邻 .因此 ,有

　　 ( F) x 1与 x7 ,x 8不同时相邻 ,x 1与 x 4 , x5不同时

相邻 ; x 18与 x14 ,x 15不同时相邻 , x 18与 x11 ,x 12不同时

相邻 .

　　另外 ,由于 x 25也不是出端点 ,x 25只与 P中的点

相邻 .由于选取拉索使得拉索的圈最长 , x25与 x 1 , x2 ,

… ,x 6不相邻 .对称地 , x25与 x 13 ,x 14 ,… , x18不相邻 .

由命题 1,x 25与 x 23 , x20 ,x 8 , x1 1也不相邻 .这样 ,x 25还

与 { x7 ,x 9 ,x 10 , x12 } ∪ {x 19 ,x 21 , x22 }中的至少 4点相

邻 .

　　如果 x25与 x21 ,x 22都相邻 ,则 x 24C
+

x 22x 25x 21C
+

x1 H的 1条 Hamilton路 ,因此 ,N ( x24 ) V (P ) .对

x23x 24x 25和圈 x 1C
+

x 19x1用命题 2可推出 x24至多还

与 x20 ,x 21 ,x 22相邻 .对 x 24C
+

x22x 25x 21C
+

x1用命题 1

可推出 x24与 x 22不相邻 ,从而 , d (x 24 )≤ 4,矛盾 .因

此 ,x 25与 x 21 ,x 22不同时相邻 .

　　如果 x25与 x 9相邻 ,对于 x1C
+

x9x 25C
+

x 10这条

Hamilton路 ,由于选取拉索使得拉索的圈最长 , x1与

xj ( 10≤ j≤ 15)不相邻 .再对 x1C
+

x 9x25C
+

x10用命

题 1可推出 x 1与 x17也不相邻 .因此 , N ( x1 ) - { x2 ,

x19 } { x4 ,x 5 ,x 7 , x8 ,x 16 }.由 ( F)可知 ,x 1与 x16要相

邻 .对 x 17x 18x 19和圈 x1C
+

x 16x 1用命题 2可得到矛盾 .

因此 ,x 25与 x 9不相邻 .注意 x10与 x9在圈 C上的位置

是对称的 ,因此 , x 25与 x 10不相邻 .

　　因此 ,x 25与 x 7 , x12都相邻 .对于 x1C
+

x 7x25C
+

x 8

和 x 1C
+

x 12x 25C
+

x 13这两条 Hamilton路 ,由于选取拉

索使得拉索的圈最长 ,x 1与 xj ( 8≤ j≤ 17)不相邻 .

因此 , x1与 x 4 , x5 ,x 7都相邻 ,与 ( F)矛盾 .

　　 ( ii )k= 6,v = x3k+ 2 = x20 .因此 ,x 1与 x21 ,… ,x 25

不相邻 .这时 x19与 x 1在圈 C上的位置是对称的 ,x 19

与 x21 ,… ,x 25也不相邻 .由于 x25不是出端点 ,x 25只与

P中的点相邻 .由于选取拉索使得拉索的圈最长 ,x 25

与 x1 ,x 2 ,… , x5不相邻 .对称地 , x25与 x 15 , x16 ,… ,x 19

不相邻 .另外 ,因为 x20 ,x 23分别控制了 x 1 , x 19 , x21和

x22 ,x 24 ,由命题 3,可得到 x 25还与 { x7 ,x 10 ,x 13 , x21 ,

x22 }中的至少 4点相邻 .

　　如果 x 25与 x 7 , x 10 , x13都相邻 ,对于这三条 H的

Hamilton路: x 1C
+

x7x 25C
+

x 8 , x1C
+

x 10x25C
+

x 11和

x1C
+

x12x 25C
+

x 13 ,由于选取拉索使得拉索的圈最长 ,

x1与 xj ( 8≤ j≤ 18)不相邻 .因此 , x1与 x 4 , x5 ,x 7 ,x 19

中至少 3个点相邻 . 如果 x1与 x 19相邻 ,则 x 2C
+

x19x 1x 20C
+

x25是 H的一条 Hamilton路 ,因此 , N ( x2 )

 V ( P ) .由命题 1, x2与 x 4不相邻 .对 x 1x2x 3与圈

x7C
+

x25x 7运用命题 2可得矛盾 .否则 , x1与 x 19不相

邻 ,则 x1与 x 4 , x 5都相邻 .则 x 2C
+

x 4x1x 5C
+

x 25是 H

的 1条 Hamilton路 ,余下则类似于前一种情况可推出

矛盾 .

　　否则 ,由于 x 13与 x 7在圈 C上的位置是对称的 ,

可设 x 25与 x7 ,x 21 , x 22都相邻 .由于 x 23x24x 25x22C
+

x 1
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是 H的 1条 Hamilton路 ,因此 , N (x2 3 ) V (P ) .类似

由拉索取法可知 , x23与 x 1 , x 2 ,… ,x 5不相邻 .因此 x 23

与圈 x25x 21C
+

x7x 25的至少 1点相邻 ,对 x22x 23x 24和这

个圈运用命题 2可得到矛盾 .

　　 ( iii) k= 7,v = x3k+ 1 = x 22 .则 x 1与 x21在圈 C上

的位置是对称的 .由拉索的取法 , x1 ,x 21都与 x 23 ,x 24 ,

x25不相邻 .由命题 1, x 1与 x3j ( 1≤ j≤ 7)不相邻 ,x 21

与 x 3j+ 1 ( 1≤ j≤ 7)不相邻 .同 ( i)的推理还可有 .

　　 ( G) x1与 x7 , x8不同时相邻 ,x 1与 x 4 , x5不同时相

邻 ; x21与 x 17 ,x 18不同时相邻 ,x 21与 x 14 , x 15不同时相

邻 .

　　由命题 2和 ( G) ,容易推出 , x1与 x 13 ,x 16 , x19都不

相邻 . 对称地 , x 21与 x3 ,x 6 , x 9也都不相邻 . 这样 ,

N (x 1 ) - { x2 ,x 22 } {x 4 , x5 ,x 7 , x8 , x10 ,x 11} ∪ {x 14 ,

x17 , x20 }.

　　对于 x 25 ,可类似由拉索的取法 , x25都与 x 1 ,x 2 ,

x3 ,x 19 ,x 20 , x21不相邻 .再由命题 1,可得到 N ( x25 ) -

{x 2 , x24 }  {x 4 , x6 ,x 7 ,x 9 , x10 } ∪ {x 18 , x16 ,x 15 ,x 13 ,

x12 }∪ {x 22 }.分 4步推出矛盾 .

　　 (a)设 x25与 x6相邻 .这时对于 x 1C
+

x6x 25C
+

x 7

这条 Hamilton路 .由命题 1可推出 x1与 x3j- 1 ( 3≤ j≤

7)不相邻 ,再由拉索的取法可推出 x1与 x7不相邻 ,结

合前述的结论可知 , x 1与 x 4 , x5 ,x 10都相邻 ,与 ( F)矛

盾 .

　　因此 , x25与 x 6不相邻 .同理也可推出 x25与 x 9不

相邻 .由于 x 16与 x 6在圈 C上的位置是对称的 ,由于

x13与 x 9在圈 C上的位置也是对称的 ,因此 ,x 25与 x 16 ,

x13也不相邻 .因此 ,N (x 25 ) - {x 2 , x24 }  {x 4 ,x 7 ,

x10 }∪ {x 18 ,x 15 , x12 }∪ {x 22 }.由于 d (x 25 )≥ 5,以及

{x 4 , x7 ,x 10 }与 {x 18 , x15 ,x 12 }在圈 C上的位置对称性 ,

不妨设 x 25与 x 4 , x7 ,x 10至少 2个点相邻 .

　　 ( b)设 x 25与 x 4 , x 7相邻 .则 x 5C
+

x 22x1C
+

x4x 25C
+

x23是 H的 1条 Hamilton路 .因此 ,N ( x5 ) V ( P ) .对

x4x 5x6和圈 x7C
+

x25x 7用命题 2可得到 x 5至多还与

x1 , x 2 , x 3相邻 .注意 x 5C
+

x 25x4x 3C
+

x1是 H的 1条

Hamilton路 ,由拉索的取法 ,x 5与 x 1 , x2 , x3不相邻 ,所

以 d (x 5 )≤ 4,矛盾 .

　　 (c)设 x 25与 x4 ,x 10相邻 .同 ( b)的推理可知 ,

N (x 5 ) V ( P)且 x 5与 x1 ,x 2 , x3不相邻 .对 x 4x 5x 6和

圈 x10C
+

x 25x10用命题 2可得到 x5至多还与 x 7 , x8 ,x 9

相邻 .由命题 1,x 5与 x7不相邻 ,因而也有 d ( x5 )≤ 4,

矛盾 .

　　 (d)设 x 25与 x 7 , x 10相邻 . x 8C
+

x25x 7x 6C
+

x1是 H

的 1条 Hamilton路 ,因此 ,N (x 8 ) V ( P )且 x 8与 x 1 ,

x2 , x3不相邻 .与 (c)同样的推理可得到 d (x 8 )≤ 4,矛

盾 .

　　 ( iv )k = 7,v = x 3k+ 2 = x23 .则 x1与 x22在圈 C上

的位置是对称的 .由于 x23控制了 x 1 ,x 22 , x24 ,由命题 3

可得 x 25与 {x 4 , x7 ,x 10 , x 13 , x16 ,x 19 }中至少 4点相邻 .

　　 先设 x25与 x4相邻 .这时 , x24x 25x4C
+

x23x 1C
+

x 3

是 H的 Hamilton路 .因此 ,N ( x24 ) V (P ) .由命题

1,x 24与 x3j+ 1 ( 1≤ j≤ 7)不相邻 .由拉索的取法可得 ,

x24 与 x 2 , x 3 也不相邻 . 对于 H 的 Hamilton路

x24x 25x 4C
+

x 1x 23C
+

x5 ,用命题 1可得 x 24与 x3j ( 2≤ j

≤ 7)以及 x1不相邻 .由拉索的取法 , x 24与 x 5也不相

邻 . 因此 , N (x 24 ) - {x 23 , x25 }  { x8 ,x 11 ,x 14 , x17 ,

x20 }.

　　 如果 x24与 x20 相邻 , 对 x21x 22x23与圈 x 4C
+

x20x 24x 25x4运用命题 2可得到 x 22至多还与 x1 ,x 2 ,x 3

相邻 .但对于 H的 Hamilton路 x22C
+

x4x 25C
+

x 23x 1C
+

x3时 ,由拉索的取法 , x22与 x 2 , x3不相邻 ,因而 d ( x22 )

≤ 4,矛盾 .

　　 如果 x24与 x17 相邻 , 对 x21x 22x23与圈 x 4C
+

x17x 24x 25x4运用命题 2可得到 x 22至多还与 x 1 ,x 2 , x3 ,

x18 ,x 19 , x 20相邻 .同前述 , x22与 x2 ,x 3不相邻 .由命题

1,x 22与 x 20不相邻 .因此 ,x 22与 x 1 ,x 18 , x19都相邻 .因

此 , x20C
+

x22x 19C
+

x 1x 23C
+

x25是 H的 Hamilton路 .因

此 ,N ( x20 ) V ( P ) .对 x 19x20x 21与圈 x1C
+

x 18x 22x1运

用命题 2,可得到 x 20至多还与 x23 ,x 24 ,x 25相邻 .由拉

索的取法 , x20与 x 24 , x25不相邻 ,因而 d (x 20 )≤ 4,矛

盾 .

　　因此 x 24与 x 14 ,x 11 , x8都相邻 .这时如 x25与 x13 ,

x10 , x 7任一点相邻 ,则 H有 Hamilton圈 .例如 x25与

x13 相 邻 时 , x1C
+

x 13x 25x 24x 14C
+

x23x 1 是 H 的

Hamilton圈 .矛盾 .否则 , x25与 x 13 , x10 ,x 7不相邻 ,则

d (x 25 )≤ 4,矛盾 .

　　 下面设 x 25与 x4不相邻 ,对称地 ,设 x25与 x 19也

不相邻 .从而 x 25与 x 7 ,x 10 , x13 ,x 16都相邻 .这时 ,对 j

= 7, 10, 13, 16, x 24x 25xjC
+

x23x 1C
+

x j- 1和 x24x 25x jC
+

x1x 23C
+

x j+ 1都是 H的 Hamilton路 .因此 , N ( x24 ) 

V (P ) .且拉索的取法和命题 1,则 N (x 24 ) - {x 23 , x25 }

 {x 3 , x20 } ,与 d (x 24 )≥ 5矛盾 .

　　 以上在 |V (G)|> 25时可推出矛盾 . 如果

|V (G)|= 25,则 H= G.如 H中没有 Hamilton圈 ,上

面的推理同样成立 .如 H中有 Hamilton圈 ,由于 H中

的每一点的度至少是 5,通过运用命题 1～ 3类似可

推出矛盾 .这样引理 5得证 .

　　由上述结果可推导出定理 1的结论 .由引理 3和
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引理 5,如果 P∈ I2 ,则|P|≥ 14,如果 P∈ I1 ,则|P|

≥ 28.因此 ,∑ P∈ I1
|P|≥ 28|I1|;以及∑ P∈ I 2

|P|≥

14|I2|.

　　由引理 4,如果 T∈ E′,则|T′|≥ 19.因此 ,如果

P∈ A的 2个端路 T都在 E′中 ,则|P|≥ 41;如果 P

∈ A只有 1个端路 T在 E′中 ,则|P|≥ 23.因此对每

条接受 2-路 P ,有|P|+ |{接受点在 P上的端点 }|

≥ 21|{P{包含的在 E′的端路 }|+ |{P的出端点 }|.

设 a是 A中的路的出端点的总数 ,b是 S中的路的出

端点的总数 .从而 ,∑ P∈ A|P|- a+ b≥ 21|E′|.因

此 ,∑ P∈ A∪ O
1
∪ O

2
|P|≥ 21|E′|.结合 3个不等式得

到 ,

　　n≥∑
P∈ I

1

|P|+ ∑
P∈ I

2

|P|+ ∑
P∈ A∪ O

1
∪ O

2

|P|≥ 28|I1|

+ 14|I2|+ 21|E′|,

即有
n
42≥

2
3|I

1|+
1
3|I

2|+
1
2|E′|.代入 (* ) ,得到

|D|≤ 5
14

n.定理 1证毕 .
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