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摘要　提出一种能同时模拟包括 M-P与 TAF神经元在内的各种神经元通用的新数学模型 ,给出这种模型的一

般形式 . 该模型不但连接权值可调节 , 而且激活函数可根据实际问题动态地选取。激活函数加入参数后 , 即成

为变参数激活函数 , 大大地增强神经网络的灵活性 .

关键词　神经元数学模型　激活函数　变参数　 XOR问题

中图法分类号　 TP18

Abstract　 A new kind of v ariable tunable activation function neuron mathematical model is

designed, and the general form of variable tunable activ ation function is given. This form is different

f rom M-P model, and the link w eights is tunable. Since the variable tunable activ ation functions can

be choosed random ly , so the non-linear capacity of neural netw orks could be improved. Finally,

several giv en XO R problem examples show that the proposed new neuron mathematical model is

ef fectiv e and practical.
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　　 1943年 McCulloch和 Pi tt s提出神经元的 M-P

模型 ,这种模型用连接权值和非线性激活函数分别模

仿生物神经元的突触和细胞体作用 . 在学习过程中 ,

神经网络的权值可调节 , 但激活函数不能调节 ,是事

先固定的 . 它通常选取一些简单的函数 , 如: 阶梯函

数 , 分段线性函数、 Sigmoid函数、双曲正切函数等 .

但这种模型过于简单 ,它与生物神经元系统中神经元

相差很大 ,其性能很难达到生物神经元的功能 ,因而

阻碍着神经网络研究的进展 .吴佑寿等人指出
[1, 2 ]

,这

可能和神经元的模型选取有关 , M-P模型的激活函

数是固定不变 , 不适用求解所有问题 . 并且认为 , 神

经元模型的激活函数可以有各种形式 ,而不是固定不

变的 , 在解决某些问题时 , 可根据问题的先验知识 ,

选取与待解问题相适应的激活函数 .但是 ,我们认为 ,

先验知识往往不易得到 , 要经过多次的试验 ,才能获

得先验知识 ,即使获得先验知识 , 并且不能适应所有

问题 ; 其次 ,先验知识还受到研究者专家领域知识的

限制 , 有可能由于获得先验知识不正确 ,导致产生错

误的结果 . 于是 , 文献 [3]提出变参数激活函数 , 通

过改进激活函数 ,并在学习过程中调节连接权值的同

时 , 调整激活函数和输入阈值 , 只是在某种程度上 ,

仅对激活函数做了一点改进 ,使得神经网络具有较强

的非线性映射能力 .

　　本文在分析可调激活函数的神经元模型和变参

数激活函数神经元功能基础上 ,将两者有机地结合起

来 , 提出了一种能同时模拟包括 M-P与 TAF
[ 1]
神经

元在内的各种神经元通用的新数学计算模型 ,并给出

这种神经元数学模型的一般形式 ,我们称为变参数激

活函数可调神经元数学模型 . 一方面 , 在解决某些问

题时 , 根据解决实际问题的先验知识 , 选取激活函数

使之它与解问题相适应 ; 另一方面 ,在选定激活函数
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的同时 ,给激活函数加入适当参数 , 通过调整激活函

数和输入阈值 ,使得所需网络会更为简单 ,网络性能

会更优 , 泛化能力也会更强 .

1　变参数激活函数可调神经元数学模型

　　图 1是变参数激活函数可调神经元数学模型

( Variable Tunable Activ ation Function, 以下简称

V T AF) . 仍是一多输入单输出的非线性元件 , 其输

出:

　　 O = f (X ,W ,T,U) , ( 1)

图 1　变参数激活函数可调神经元数学模型

Fig . 1　 V TAF neuron mathema tics model

式中 , W = ( w1 ,w 2 ,… ,wn )是 n维权矢量 , X = (x 1 ,

x2 ,… ,xn )是 n维输入信号矢量 ,X叫做外激活信号 ;

T是一个可变矢量 ,我们称为外参变量 ,其用来确定

激活函数类型的选取 ;U也是可变参矢量 ,我们称为

内参变矢量 ,其用来改善函数的响应特性 ,以期得到

更好的非线性表达能力 .此时的 f (X ,W ,T,U)称为

变参数可调激活函数神经元数学模型 ,在这个数学模

型中 ,T,U都是可调节的参数 ,但它们的物理意义不

同 ,在对网络训练时 ,可以调节这两个参数以改变激

活函数 f ( X ,W ,T,U) ,使它与待解问题相适应 ,它是

变参数可调激活函数神经元和一般 M-P模型的主要

区别 .

2　关于 VTAF神经元数学模型的讨论和依据

　　在 ( 1) 式 , 我们给出了变参数可调激活函数神

经元数学模型的一般通式 , 以下讨论该模型包括 M-

P与 TAF神经元在内的各种神经元通用的新数学计

算模型的几种情况 , 在 ( 1) 式中:

　　 ( i)如果参数T为常量 , 那么 , 变参数可调激活

函数神经元退化为变参数激活函数神经元模型 -V AF

神经元 ;

　　 ( ii) 如果U为常量 , 那么 , 变参数可调激活函

数神经元退化为可调激活函数神经元模型 [1, 2 ]-TAF

神经元 ;

　　 ( iii ) 如果T,U同时不变 , 那么 , 变参数可调激

活函数神经元模型退化为著名的 M-P模型 .

　　由此 ,我们可看出: 新的 V TAF神经元数学模型

是更一般的神经元数学模型 , 它对 M-P模型、 TAF

模型 [ 1]、 V AF模型
[ 3 ]的功能增加了很大的自由度 ,因

而扩大了神经元模型的适用范围 .

　　事实上 ,在生物神经网络中 , 不可能所有神经细

胞对输入有相同的反应 . 生物的学习过程 , 除了各细

胞间连接强度调节外 ,其本身响应特性也在变化 . 例

如 , 在日常生活中 , 有些人学习问题很快 , 有的人则

不一样 ,这说明同一类型的神经元的细胞体对外来信

号处理功能 ,因人而异 ,这一事实说明激活函数选取

未必一致 ; 另一方面 ,作为激活函数本身响应程度有

所差别 ,说明往激活函数加入参数改善响应特性是合

理的 .

3　变参数可调激活函数的选取方法

　　一般认为 , 激活函数应该满足连续、 可微、 单调

增的条件 [4 ] . Hornik从理论上证明了任何连续、 有

界、 非常值的函数都可作为激活函数 [5 ] . 吴佑寿等人

指出 , 在设计激活函数还应考虑实际问题 , 如函数尽

量简单 , 便于计算 , 物理上易于实现 . 归纳出作为神

经元激活函数 f应满足三点:

　　 ( i) f应简单、 易于运算、 满足可微、 有界、 非常

值的条件 , 在有界输入时能给出有界输出 ;

　　 ( ii )偏导数也应简单 ,最好是网络训练中计算结

果的副产品 ;

　　 ( iii ) 尽量据待解问题的先验知识 , 使之与待求

问题相匹配 , 以保证网络易于训练 , 泛化能力强 , 网

络规模小 , 并且给出 TAF一种选择方法:

　　 f ( X ,T) = ∑
M

m= 1
Tmhm ( X ) , ( 2)

式中 ,Tm (m = 1, 2,… ,M )是实数 ,hm ( X )是 TAF的

第 m个基函数 ,通常选用 Sigmoid函数、正态函数、指

数函数等等 .笔者认为 ,在生物神经网络中 ,不可能所

有神经细胞对输入产生相同的影响 ,因此 ,在 ( 2)式

中基函数hm未必是同一类型的函数 ;其次 ,生物神经

元在学习过程中 ,除了各神经细胞间连接强度的调整

外 ,其本身特性也在变化 .因此 ,在学习过程中 ,调整

权值同时调整激活函数 ,即在 ( 2)式中对基函数

hm (X )加入适当的参数改善函数的响应特性 ,因此 ,

笔者认为用作神经元的激活函数在文献 [1, 2 ]提出

以上三点基础上 ,应补充以下三点:

　　 ( iv )在 ( 2)式中 ,基函数hm (X )可以是激活函数

序列 ,它可由不同类型的函数构成 ,作为混合基函数

序列 ;

　　 ( v )在 ( 2)式中 ,每个基函数hm (X )可加入变参

数矢量U,使得基函数hm (X )成为hm ( X ,U) ;

　　 ( vi)多维函数也可作为神经元的激活函数 .

　　这样 , ( 2)式可写成:

　　 f (X ,T,U) = ∑
M

m= 1

Tmhm (X ,U) , ( 3)
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式中 ,Tm (m = 1, 2,… M ) ,Ui ( i = 1, 2,… ,n )都是实

数 ,T= (T1 ,T2 ,… ,TM ) ,U= (U1U2 ,… ,Un )都是参变矢

量 ,我们就得到 V ATF神经元的一般表达式 .

　　以下以 XOR问题为例 ,说明 VAT F各种情形参

数选取的方法 .

　　例 1　图 2是 1个二层神经网络 , 其中神经元

f 1 , f 2 , f 3的激活函数分别为h1 ,h2 ,h3 ,神经元 h的激

活函数为h,则该网络的输出:

　　O = h(w 1h1 ( x1 ) + w 2h2 (x 2 ) + w3h3 (x 1 ,x 2 ) -

θ) , ( 4)

图 2　解决 XOR问题的二层神经网络

Fig. 2　 Two layer neural netw ork for solv e XOR problem

式中 , 若取混合基函数序列: h1 (u ) = u,h2 (v ) = v ,

h3 (u,v ) = uv ,作为激活函数序列 ,则有:

　　O = h( w1x1 + w2x 2+ w 3x1x 2 - θ) , ( 5)

它可以模拟 XOR函数 , 若取权值矢量及阈值为: W

= ( 1, 1, - 2) ,θ= 1; ( 5) 式可转化为:

　　 O = h(x 1+ x 2 - 2x1x 2 - 1) ,

对于二次曲线 x 1+ x 2 - 2x 1x 2 - 1= 0化为标准形:

-
( x′1 - 2 /2) 2

( 2 /2) 2
+

(x′2 ) 2

( 2 /2)
= 1, 它表示了一双

曲线 , 可将 2组输入: { ( 0, 0) , ( 1, 1) } , { ( 1,

0) , ( 0, 1) } 分成二类 , 如图 3所示 .

图 3　双曲函数把 XOR问题模式分类

Fig. 3　 Hyperbolic function for XOR problem pa ttern classify

　　例 2　考察只有 1个可变激活函数神经元的网

络如图 4所示 , 把 XOR问题模式分类 .

图 4　解决 XOR问题的 1个隐元网络

Fig. 4　 A hidden neural netw ork fo r solv e XOR problem

　　设神经元 f的激活函数为h(u, v ) = uv为双曲函

数 ,令 f = h°∏ ,其中∏视为一个映射 ,则该网络输

出: O = f (h( x1 ,x 2 ) - θ) = x 1x 2 - θ,如果我们取权

矢量 W = ( 1, 1) ,θ= 1 /2,那么 ,我们可得到二次曲

线 x1x 2 = 1 /2,可化为标准形: x
2
1 - x

2
2 = 1 , 同样实

现对 XOR问题的模式分类 .

　　由例 1和例 2可看出 , 神经元激活函数选取 ,对

同一个实际问题 ,可由不同类型的函数序列构成 ,也

可以是多维函数 (如: 双曲函数等 ) , 通过实例 , 回

答了笔者提出关于神经元激活函数选取方法的 ( 4)和

( 6) .

　　以上例子说明如何动态地选取激活函数 ,一旦激

活函数选定 ,能够适应大多数问题地需要 , 往激活函

数中加人参数 , 使得成为 V TAF.

　　例 3　考察变参数 Sigmaid函数为: f (x ,_ , T ) =

1

1+ exp( -
x - _

T
)
,其中 ,_ 表征自变量的偏移量 , T

是影响函数的“宽度” , T增大 ,函数的图形被横向“拉

伸” , T缩小 ,函数的图形被横向“压缩” .这样 ,网络的

信息不完全存贮于连接权值中 ,在学习中 ,调整 T ,增

强了神经元的自由度 .

　　众所周知 ,只有 1个隐元的传统的 S-型网络 ,不

能解决 XOR问题 ,但是 ,如果隐神经元是变参数 S型

神经元激活函数 ,那么 ,只有 1个隐元的前向网络结

构就能解决这个问题 . 图 5就是这种网络结构 .

图 5　只有一个变参数神经元的网络

Fig. 5　 A va riable neural netw ork model

　　该网络的输出: O= f (w 1x 1+ w2x 2+ θ) ;令 S=

w1x1+ w 2x2+ θ, (x 1 , x2 )是 1个 XOR码组 ,此时该

网络的输出变为:

　　O = 1

1+ exp( -
S - _

T
)
, ( 6)

式中_ , T为可变参数 ,此时令: S′=
S - _
T

, ( 6)式可

化为:

　　O =
1

1+ exp( - S′)
, ( 7)

注意到 Sigmoid函数为单调递增连续函数 ,因此 ,存

在反函数:

　　 S′= ln
O

1 - O
, ( 8)

式中 , S′=
w 1x 1 + w2x2 + θ- _

T
. ( 9)

　　对于给定一组学习样本数据:

　　 { ( (x 1,k , x2, k ) ,Ok|k = 1, 2,… , p} , ( 10)

将其代入 ( 10)式 ,得到以 wi ( i = 1, 2)为未知元的参
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数为 _ , T的线性方程组 ,其学习算法类似文献 [6] ,

最终通过调整参数_ , T ,可得到 XOR码组 ( x1 ,x 2 ) .

　　以上重点以 XOR问题为例 , 讨论了变参数动态

激活函数的选取方法 ,有关这方面的其它应用见文献

[7～ 9].

4　结束语

　　本文提出一种新神经元数学模型 -V TAF神经元

模型 , 是一种能同时模拟包括 M-P与 TAF神经元

在内的各种神经元通用的新数学模型 .文中还给出这

种神经元数学模型的一般形式 ,在这种模型中 ,激活

函数可动态地选取 , 一旦选定 , 加入参数改善函数的

响应特性 .由于这种神经元构成的网络比目前常用的

网络拥有更大的自由度 ,对推动神经网络新模型及理

论的研究有很大的促进作用 .
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的充要条件是存在一个正常数 k ,使得

　　∫
∞

t
0

s
n- 1
|f (s,k )|ds < ∞ , ( 3. 6)

式中 , j∈ { 1, 2,… ,
n - 1

2 }.

　　注 3. 1　本文所有的结论可以很容易地推广到

如下形式的方程中去:

　　 (x ( t ) + x ( t - f) ) (n )+ f ( t ,x ( t - e1 ) ,… ,x ( t -

en ) ) = 0, t≥ t0 .
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