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摘要　研究高阶中立型微分方程:

　　 ( x (t ) + x ( t - f) ) (n) + f ( t ,x ( t - e) ) = 0, t≥ t0最终正解分类 ,得到一些充要条件 ,补充了相关文献的相

应结论 .
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Abstract　 A Class of higher-o rder nonlinear neutral equa tion

　　 (x ( t ) + x ( t - f) ) (n ) + f ( t , x ( t - e) ) = 0, t≥ t0

is considered. We have studied the classifications of posi tiv e solutions of the higher-order nonlinear

neutral equation, and obtained some suf ficient and necessary conditions.
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1　定义

　　近年 ,对微分方程的非振动解的分类引起不少学

者的关注 [1～ 3 ] .

　　对于如下高阶中立型微分方程

　　 (x ( t )+ bx ( t - f) )
(n )
+ f ( t ,x ( t - e) ) = 0, t≥

t0 , ( 1. 1)

式中 ,f> 0,e> 0,n≥ 1为正整数 ; f ( t ,u )关于 t ,u连

续且 f ( t ,u ) > 0,当 u > 0,b∈ ( 0, 1)∪ ( 1,∞ )时 ,

文献 [1 ]给出了正解的分类并得到了一些充要条件 .

当 b = - 1,n为奇数时 ,文献 [2]讨论了正解的分类 .

当 b∈ ( - 1, 0)时 ,笔者的另一篇论文的结果已包含

这种情形 .

　　本文研究如下高阶中立型微分方程

　　 (x ( t ) + x ( t - f) ) (n ) + f ( t , x ( t - e) ) = 0, t≥

t0 , ( 1. 2)

式中 ,f> 0,e> 0,n≥ 1为正整数 ; f ( t ,u )关于 t ,u连

续且 f ( t ,u) > 0,当 u > 0时 ,利用文献 [4 ]的一些技

巧讨论方程 ( 1. 2)式最终正解的分类并建立了一些

充要条件 ,补充了文献 [1 ]的相应结论 .

　　定义 1. 1　若对每个固定的 t , f ( t ,x ) /x关于 x

> 0是非减的 ,则称 f 是超线性的 ;若对每个固定的

t , f ( t , x ) /x关于 x > 0是非增的 ,则称 f是次线性的 .

　　显然 ,对 0 < a≤ x≤ b,若 f 是超线性的 ,则有

f ( t ,a) ≤ f ( t , x ) ≤ f ( t ,b) ;若 f 是次线性的 ,则有

a
b
f ( t ,b )≤ f ( t , x )≤

b
a
f ( t ,a) .

　　定义 1. 2　方程 ( 1. 1)的解 x ( t )称为最终正解

(简称正解 ) ,如果存在充分大的 T > t0 > 0,当 t≥ T

时 ,恒有 x ( t ) > 0.

　　定义 1. 3　设 x ( t )是方程 ( 1. 1)的一个最终正

解 ,我们定义

　　 Ej (∞ ,* ) = {x ( t ) , t≥ t0|lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 2 = ∞ ,

lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 1 = a > 0} ,

　　 E
Δ
j (∞ ,* ) = {x ( t ) , t≥ t0|lim

t→∞

x ( t )
t
2j- 2 = ∞ ,

lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 1有界 } ,

　　 Ej (∞ , 0) = { x ( t ) , t≥ t 0|lim sup
t→∞

x ( t )
t
2j- 2 = ∞ ,
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lim
t→∞

x ( t )
t
2j - 1 = 0} ,

　　Ej (* , 0) = {x ( t ) , t≥ t0|lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 2 = a > 0,

lim
t→∞

x ( t )
t
2j - 1 = 0} ,

　　E
Δ
j (* , 0) = {x ( t ) , t≥ t0|

x ( t )
t
2j- 2有界 ,

lim
t→∞

x ( t )
t
2j - 1 = 0} ,

　　Oj (∞ ,* ) = {x ( t ) , t≥ t0|lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 1 = ∞ ,

lim
t→∞

x ( t )
t
2j = a > 0} ,

　　O
Δ
j (∞ ,* ) = { x ( t ) , t ≥ t0|lim

t→∞

x ( t )
t
2j- 1 = ∞ ,

x ( t )
t
2j 有界 } ,

　　Oj (∞ , 0) = {x ( t ) , t≥ t0|lim sup
t→∞

x ( t )
t
2j - 1 = ∞ ,

lim
t→∞

x ( t )
t
2j = 0} ,

　　Oj (* , 0) = {x ( t ) , t≥ t0|lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 1 = a > 0,

lim
t→∞

x ( t )
t
2j = 0} ,

　　O
Δ
j (* , 0) = {x ( t ) , t≥ t0|

x ( t )
t
2j- 1有界 , lim

t→∞

x ( t )
t
2j =

0}.

　　 显然 Ej (∞ ,* )  E
Δ
j (∞ ,* ) ,E j (* , 0)  

E
Δ
j (* , 0) ,Oj (∞ ,* )  O

Δ
j (∞ ,* ) ,Oj (* , 0)  

O
Δ
j (* , 0) .

　　今后 ,我们约定如果没有明确一个不等式成立

的范围 ,总假设它对所有充分大的 t成立 .

2　引理

　　引理 2. 1[5 ]　设 u( t )∈ C
n ( t0 ,∞ ) ,满足 u ( t )≠

0,u ( t )u( n) ( t ) < 0,对 t≥ t0 ,则存在一个整数 l∈ { 0,

1,… ,n}及 t1≥ t0 ,使得 ( - 1)
n- l- 1

= 1,以及

　　u ( t )u (i) ( t ) > 0, t≥ t1 , 0≤ i≤ l ,

　　 ( - 1)n - i - 1
u ( t )u( i) ( t ) > 0, t ≥ t1 , l ≤ i≤ n.

　　引理 2. 2　设
x ( t )
t
i 在 [t 0 ,∞ )上恒正 ( i为非负整

数 ) ,令

　　z ( t ) = x ( t ) + x ( t - f) , ( 2. 1)

若 lim
t→∞

z ( t )
t
i = l (≠ ∞ ) ,那么

x ( t )
t
i 有界 ,特别地 ,当 l =

0时 , lim
t→∞

x ( t )
t
i = 0.

　　 证明 　 若
x ( t )
t
i 无界 ,那么存在 {tn }

∞
n= 1 ,使得

x ( tn )
t
i
n

= max
t≤ t

n

x ( t )
t
i → ∞ ,n→ ∞ .

于是
z ( tn )
t
i
n

=
x ( tn )
t
i
n

+
x ( tn - f)

t
i
n

≥
x ( tn )
t
i
n

→ ∞ ,n→

∞ ,这与
z ( t )
t
i 收敛矛盾 .所以 ,

x ( t )
t
i 有界 .

　　由 ( 2. 1)式 ,知

　　
z ( t )
t
i =

x ( t )
t
i +

x ( t - f)
t
i ≥

x ( t )
t
i ≥ 0, ( 2. 2)

因为 lim
t→∞

z ( t )
t
i = 0,所以由 ( 2. 2)式及两边夹定理知 ,

lim
t→∞

x ( t )
t
i = 0.证毕 .

3　主要结论

　　定理 3. 1　设 x ( t )是方程 ( 1. 2)式的一个最终

正解 ,

　　 ( a) n是偶数时 ,存在 j ∈ { 1, 2,… ,
n
2
} ,使 x ( t )

是 E
Δ
j (∞ ,* )、Ej (∞ , 0)、 E

Δ
j (* , 0)三种类型之一 .

　　 ( b) n是奇数时 ,存在 j ∈ { 1, 2,… ,
n - 1
2

} ,使

x ( t )要么是 O
Δ
j (∞ ,* )、Oj (∞ , 0)、OΔ

j (* , 0)三种类

型之一 ,要么收敛 .

　　证明　 z ( t )如 ( 2. 1)式所定义 ,n是偶数 ,若 x ( t )

是 ( 1. 2)的一个最终正解 ,显然有 z ( t ) > 0, t > T ,再

根据引理 2. 1及文献 [1 ]的定理 1得知 , z ( t ) 是

Ej (∞ ,* )、 Ej (∞ , 0)、E j (* , 0)三种类型之一 .

　　若 z ( t )∈ Ej (∞ ,* ) ,即 lim
t→∞

z ( t )
t
2j - 2 = ∞ ,

lim
t→∞

z ( t )
t
2j - 1 = a > 0,由引理 2. 2知 ,

x ( t )
t
2j- 1有界 .

　　从而 , lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 2 = ∞ ,所以 x ( t )∈ E

Δ
j (∞ ,* ) .

　　若 z ( t )∈ E j (∞ , 0) ,即 lim
t→∞

z ( t )
t
2j- 2 = ∞ , lim

t→∞

z ( t )
t
2j - 1 =

0,由引理 2. 2知

　　 lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 1 = 0,且 lim sup

t→∞

x ( t )
t
2j- 2 = ∞ ,

所以 x ( t )∈ Ej (∞ , 0) .

　　若 z ( t )∈ Ej (* , 0) ,即 lim
t→∞

z ( t )
t
2j - 2 = a > 0, lim

t→∞

z ( t )
t
2j - 1

= 0,由引理 2. 2知

　　 lim
t→∞

x ( t )
t
2j- 1 = 0,且

x ( t )
t
2j- 2有界 ,

所以 x ( t ) ∈ E
Δ
j (* , 0) . n是奇数 ,其证明过程与偶数

时类似 ,故略去 .证毕 .

　　定理 3. 2　m是偶数 , f是超线性或次线性的 ,那

么方程 ( 1. 2)式有一个 E j (∞ ,* )型正解的充要条件

是存在一个正常数 k,使得

　　∫
∞

t
0

s
n- 2j|f (s, k(s - e) 2j- 1 )|ds <∞ , ( 3. 1)

式中 , j ∈ { 1, 2,… ,
n
2 } .
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　　证明　必要性　设 x ( t )是方程 ( 1. 2)的一个

Ej (∞ ,* )型正解 ,由 ( 1. 2)式知 ,当 t > t1时 z ( t ) >

0及 z
(n)
( t ) < 0且 z

( k)
( t )是最终单调的 (k = 0, 1,… ,

n - 1) .又因为 lim
t→∞

x ( t )
t
2j - 1 = a > 0,所以存在 t2≥ t1 ,当

t≥ t 2时 ,有
1
2at

2j - 1
≤ x ( t )≤

3
2 at

2j- 1
.

　　于是 ,当 f 为超线性时: f ( t , x ( t - e) )≥ f ( t ,

a
2
( t - e) 2j- 1 ) , t≥ t2+ e= t 3.

　　当 f为次线性时: f ( t , x ( t - e) )≥ f ( t ,
3a
2
( t -

e) 2j - 1 ) , t≥ t2 + e= t3 .

　　由 ( 2. 1)式知 lim
t→∞

z ( t )
t
2j - 1 = 2a > 0.

　　而由罗必塔法则可知 lim
t→∞

z ( t )
t
( 2j - 1) =

lim
t→∞

z′( t )
( 2j - 1) t 2j- 2 = … = lim

t→∞

z
( 2j- 1) ( t )

( 2j - 1)!
= 2a.

　　从而有 lim
t→∞

z
( 2j- 1) ( t ) = 2a( 2j - 1)! .

　　 当 j <
n
2
时 , 我们进一步有 lim

t→∞
z
( 2j)
( t ) =

lim
t→∞

z
( 2j+ 1) ( t ) = … = lim

t→∞
z
(n - 1) ( t ) = 0.

　　对 ( 1. 2)两边积分 (n - 2j + 1)次 ,得:

　　z
( 2j- 1) ( t ) = 2a( 2j - 1)! +∫

∞

t

(s - t )n - 2j

(n - 2j )!
f (s, x (s

- e) )ds≥ 2a( 2j - 1)! + K∫
∞

t

(s - t )
n - 2j

|f (s,k (s -

e)
2j - 1

)|ds , t > t3 ,

式中 ,K和 k为常数 ,由此可发现 ( 3. 1)式成立 .

　　充分性　若 f 是超线性的 ,取 c= k /2,若 f是

次线性的 ,取 c= k .

　　由 ( 3. 1)式可知 ,存在 T≥ t 0 ,使得 t≥ T时有:

　　
1

( 2j - 1)! ∑
∞

i= 0 ∫
t+ ( 2i+ 2)f

t+ ( 2i+ 1)f

(u - t ) n- 2j

(n - 2j )!
|f (u ,k (u -

e) 2j - 1 )|du < 1, ( 3. 2)

令 k ( t ) = t
2j- 1
以及 C ( t0 ,∞ )上所有实函数所构成的

线性空间 X ,满足: sup
t≥ t

0

|x ( t )|
k ( t )

< ∞ .

　　定义 X上的一个范数:‖ x‖ = sup
t≥ t

0

|x ( t )|
k ( t )

,

则 X是一个 Banach空间 ,再定义 X上的一个子集Ψ:

Ψ= {x∈ X|ck( t )≤ x ( t )≤ 3ck ( t ) } ,则Ψ是 X的一

个有界闭凸子集 ,我们再定义Ψ上的一个算子 F: Ψ

→ X如下:

　　 (Fx ) ( t ) =

2ck ( t ) +∫
t

T

( t - s ) 2j- 2

( 2j - 2)! ∑
∞

i= 0 ∫
s+ ( 2i+ 2)f

s+ ( 2i+ 1)f

(u - s) n- 2j

(n - 2j )!
 

　　　 f (u,x (u - e) )duds , t ≥ T ,

(Fx ) ( T ) ,　　　　　 　　 t0 ≤ t ≤ T

Fx是一个Ψ到Ψ的映射 .实际上 ,如果 x ( t )∈ Ψ,那

么: ( Fx ) ( t )≥ 2ck ( t ) ≥ ck ( t ) .

　　进一步 ,由 ( 3. 2)式 ,我们有

　　 ( Fx ) ( t ) ≤ 2ck ( t ) + ( t - T )
2j- 1

( 2j - 1)!
 

∑
∞

i= 0 ∫
T+ ( 2i+ 2)f

T+ ( 2i+ 1)f

(u - T )
n - 2j

(n - 2j )! |f (u,k (u - e)
2j- 1

)|du ≤

2ck ( t ) + ck ( t ) = 3ck ( t ) .

　　 显然 F还是一个全连续的相对紧的映射 ,由

Schauder不动点定理 ,存在一个 x
*

∈ Ψ使得 Fx
*
=

x
* ,容易验证 x

* 是方程 ( 1. 2)的一个最终正解 .进一

步地 ,由罗必塔法则 ,我们有

　　 lim
t→∞

1
t
2j- 1∫

t

T

( t - s ) 2j- 2

( 2j - 2)! ∑
∞

i= 0
∫

s+ ( 2i+ 2)f

s+ ( 2i+ 1)f

(u - s )n- 2j

(n - 2j )!
f (u,

x (u - e) ) duds = … = lim
t→∞

1
( 2j - 1)!

 

∑
∞

i= 0
∫

t+ ( 2i+ 2)f

t+ ( 2i+ 1)f

(u - t )n - 2j

(n - 2j )!
f (u, x (u - e) ) du = 0,

于是有 lim
t→∞

x
* ( t )
t
2j- 1 = 2c,且 lim

t→∞

x
* ( t )
t
2j- 2 = ∞ ,从而 x

*
( t )

是方程 ( 1. 2)的一个 E j (∞ ,* )型正解 .

　　 利用定理 3. 2的证明类似的方法我们可以得到

下述定理 .

　　定理 3. 3　设 n是偶数 , f是超线性或次线性的 ,

那么方程 ( 1. 2)有一个 E j (* , 0)型正解当且仅当存

在一个正常数 k ,使得

　　∫
∞

t
0

s
n- 2j+ 1|f (s ,k (s - e) 2j- 2 )|ds <∞ , ( 3. 3)

式中 , j ∈ { 1, 2,… ,
n
2
} .

　　定理 3. 4　设 n是奇数 , f是超线性或次线性的 ,

那么

　　 ( 1)方程 ( 1. 2)具有一个 Oj (∞ ,* )型正解的充

要条件是存在一个正常数 k ,使得

　　∫
∞

t
0

s
n- 2j- 1|f (s ,k (s - e) 2j )|ds <∞ . ( 3. 4)

　　 ( 2)方程 ( 1. 2)具有一个 Oj (* , 0)型正解当且仅

当存在一个正常数 k,使得

　　∫
∞

t
0

s
n- 2j|f (s, k(s - e) 2j- 1 )|ds <∞ . ( 3. 5)

　　 ( 3)方程 ( 1. 2)具有一个收敛于一个正数的正解
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数为 _ , T的线性方程组 ,其学习算法类似文献 [6] ,

最终通过调整参数_ , T ,可得到 XOR码组 ( x1 ,x 2 ) .

　　以上重点以 XOR问题为例 , 讨论了变参数动态

激活函数的选取方法 ,有关这方面的其它应用见文献

[7～ 9].

4　结束语

　　本文提出一种新神经元数学模型 -V TAF神经元

模型 , 是一种能同时模拟包括 M-P与 TAF神经元

在内的各种神经元通用的新数学模型 .文中还给出这

种神经元数学模型的一般形式 ,在这种模型中 ,激活

函数可动态地选取 , 一旦选定 , 加入参数改善函数的

响应特性 .由于这种神经元构成的网络比目前常用的

网络拥有更大的自由度 ,对推动神经网络新模型及理

论的研究有很大的促进作用 .
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的充要条件是存在一个正常数 k ,使得

　　∫
∞

t
0

s
n- 1

|f (s,k )|ds < ∞ , ( 3. 6)

式中 , j∈ { 1, 2,… ,
n - 1
2 }.

　　注 3. 1　本文所有的结论可以很容易地推广到

如下形式的方程中去:

　　 (x ( t ) + x ( t - f) ) (n )+ f ( t ,x ( t - e1 ) ,… ,x ( t -

en ) ) = 0, t ≥ t0 .
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