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摘要　在 PA样本下 ,讨论非参数回归模型中权函数估计的强相合性及强一致相合性 .
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　　 d是一个正整数 , A是 R
d上的一个紧集 .考虑非

参数回归模型

　　Yni = g (xni ) + Xni , 1≤ i≤ n , ( 1)

其中 xni为已知的设计点列 ,g为 A上的未知连续有

界的回归函数 ,Xni是均值为零的随机误差 , Yn i为可观

察的随机变量 .它们定义在同一个概率空间 (K, A ,

P ) .基于观察值 { xni ,Yni , 1≤ i≤ n } ,g ( x )的一个估

计为

　　gn (x ) = ∑
n

i= 1

kni ( x )Yni , ( 2)

其中 kni ( x ) = kni (x , xn1 ,… ,xnn )为可测的权函数 , i
= 1, 2,… ,n ,满足基本假设

　　 A1: ( a)∑
n

i= 1
kni (x ) → 1,当 n→ ∞ ;

( b)∑
n

i= 1
|kni (x )|≤ B ,对 n≥ 1;

( c)∑
n

i= 1

|kni ( x )|I (‖ x - xni‖ > a )→ 0,当 n

→ ∞ , a > 0.
或

　　 A1′: (a ) sup
x∈ A

∑
n

i= 1
kni ( x ) → 1,当 n→ ∞ ;

( b) sup
x∈ A∑

n

i= 1
|kni ( x )|≤ B ,对 n≥ 1;

(c) sup
x∈ A∑

n

i= 1

|kni ( x )|I (‖ x - xni‖ > a ) →

0,
当 n→ ∞ , a > 0.

　　在独立样本的情形下 , Geo rgiev
[1 ]研究 gn ( x )的

弱相合、平方相合、强相合、完全收敛和渐近正态等性

质 ,除此之外还有 Priestly和 Chao
[2 ]

, Cla rk等
[3 ]
也

在独立情形下研究了 gn (x )的性质 .在T-混合样本

下 , Roussas、 Tranand和 Ioannides
[4 ]证明 gn ( x )的渐

近正态性 .在 N A相依样本下 , Yang Shanchao
[ 5]证明

gn (x )的一致渐近正态性 ,并给出一致渐近正态性的

收敛速度 .在鞅差序列或 L
q -混合鞅时 , Fan

[6 ]讨论

gn (x )的 q阶矩相合和渐近正态性 ,杨善朝 [7 ]讨论

gn (x )的 q阶矩相合和强相合性 ,并改进推广 Fan
[ 6]

的结论 .本文则在 {Xni , 1≤ i≤ n }为 PA相依时给出

gn (x )的强相合性和强一致相合性的结论 .

　　定义 1　设集合 A1与 A2为 { 1, 2,… ,n }的任何

2个不相交的非空子集 ,称随机变量 X 1 ,X 2 ,… ,Xn (n

≥ 2)是 PA的 ,如果

　　Cov ( f 1 (X i , i∈ A1 ) , f 2 ( X j , j∈ A2 ) ) ≥ 0.

其中 f 1和 f 2是任何 2个使得协方差存在且对每个变

元均非降 (或同对每个变元均非升 )的函数 .称随机

变量序列 {X i , i≥ 1}是 PA序列 ,如果对任何 n≥ 2,

X 1 , X 2 ,… ,Xn是 PA的 .

1　主要结论

　　我们再作如下基本假设

　　 A2: {ξj: j≥ 1}是 PA相依且具有零均值的随机

变量序列 .对每一个 n , {Xni , 1≤ i≤ n }的联合分布与
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{ai , 1≤ i≤ n }的联合分布相同 .

　　记

　kn (x )∶ = max
1≤ i≤n

|kni (x )|,kn∶ = max
1≤ i≤ n

sup
x∈ A

|kni (x )|,

u (n )∶ = sup
k ∑

j: |j- k|≥ n

Cov (aj ,ak ) .

　　定理 1　 若基本假设 A1, A2成立 ,又设

　　 ( i )|Xni|≤ b, a. s. ;

　　 ( ii )对 x∈ A ,kn (x ) = O (n
- T

) ,其中
1
2

< T≤

1;

　　 ( iii)u (n ) = O (n- ( r- 2) /2 ) ,其中 r满足 (T-
1
2

)r

> 1.

则对 x ∈ A ,

　　 lim
n→ ∞

gn (x ) = g (x ) , a. s. ( 3)

　　定理 2　 若基本假设 A1′, A2成立 ,又设

　　 ( i )|Xni|≤ b, a. s. ;

　　 ( ii )kn = O (n- T) ,其中
1
2

< T≤ 1;

　　 ( iii)u (n ) = O (n
- ( r- 2) /2

) ,其中 r满足 (T-
1
2

)r

> 1;

　　 ( iv )存在正数U(其中U> d / [ (T-
1
2

)r - 1] ) ,

U1 ,LU ,对任何 u ,v∈ A ,当 ‖ u - v‖ < U1 ,n充分大

时 ,

　　 m ax
1≤i≤ n

|kn i (u) - kn i (v )|≤ LU‖ u - v‖
U

.

则
　　 lim

n→ ∞
sup
x∈ A

|gn ( x ) - g (x )|= 0, a. s. ( 4)

　　定理 3　 若基本假设 A1, A2成立 ,又设
　　 ( i ) sup

i
E|Xni|p < ∞ , p > 2;

　　 ( ii )对 x ∈ A ,kn ( x ) = O (n- T) ,其中
1
2

+
1
p

< T≤ 1;

　　 ( iii)u (n ) = O (n
- (r- 2) /2

) ,其中 (T-
1
2

-
1
p

)r >

1.

则对 x ∈ A ,

　　 lim
n→ ∞

gn (x ) = g (x ) , a. s. ( 5)

　　定理 4　 若基本假设 A1′, A2成立 ,又设
　　 ( i ) sup

i
E|Xni|

p
< ∞ , p > 2;

　　 ( ii )kn = O (n
- T

) ,其中
1
2

+
1
p

< T≤ 1;

　　 ( iii)u (n ) = O (n- ( r- 2) /2 ) ,其中 r满足 (T-
1
2

-

1
p

)r > 1;

　　 ( iv )存在正数U(其中U> ( 1+ 1
p

) d / [ (T-

1
2

-
1
p

)r - 1] ) ,U1 ,LU ,对任何 u ,v∈ A ,当 ‖ u -

v‖ < U1 ,n充分大时 ,

　　 max
1≤ i≤ n

|kni (u ) - kni (v )|≤ LU‖ u - v‖ U.

则

　　 lim
n→∞

sup
x∈ A

|gn (x ) - g ( x )|= 0, a. s. ( 6)

　　本文用 B ,b ,C ,Ci , i = 1,… , 6表示常数 , I ( )表

示示性函数 .

2　几个引理

　　为了证明定理 ,先给出几个有用的引理 .

　　引理 1
[ 8]
设 {aj∶ j∈ N }是 PA随机变量序列 ,对

所有的 j∈ N ,满足 Eaj = 0,|aj|≤ B < ∞ .记 Sn =

∑
n

j= 1
aj .假设对某个 r > 2,

　　u (n ) = O (n- ( r- 2) /2 ) .

则存在不依赖于 n的常数 C ,使得对所有的 n∈ N ,

　　 sup
m∈ N∪ { 0}

E|Sn+ m - Sn|r ≤ Cn
r /2 . ( 7)

　　现将引理 1推广如下:

　　引理 2　在引理 1的条件下 ,设 {aj , j≥ 1}是一

实数列 ,a∶ = sup
j

|a j| < ∞ ,则

　　 E|∑
n

j= 1
a jaj|r ≤ Ca

r
n
r /2 .

　　证明　记 a
+
i ∶ = m ax {ai , 0} ,a

-
i ∶ =

max { - ai , 0} ,因为

　　 E|∑
n

i= 1
aiai|

r
≤ C{E|∑

n

i= 1
a

+
i ai|

r
+ E|∑

n

i= 1
a

-
i ai|

r
} ,

　　 E|∑
n

i= 1

a
+
i ai|r = a

r
E|∑

n

i= 1

a
+
i a

- 1ai|r .

记 X i = a
+
i a

- 1ai ,那么 {X i∶ i≥ 1}也是 PA的 ,注意到

a
+
i a

- 1 ≤ 1,于是

　　|X j|= |a+
j a

- 1aj|≤ |aj|≤ B < ∞ ,

　　u
~ (n )∶ = sup

k ∑
j: |j- k|≥n

Cov (X j , Xk ) =

sup
k ∑

j: |j - k|≥ n

Cov (a+
j a

- 1aj ,a+
k a

- 1ak ) ≤

sup
k ∑

j: |j - k|≥ n

Cov (aj ,ak ) = u (n ) = O (n- ( r- 2) /2 ) .

由引理 1,知 E|∑
n

i= 1
X i|

r
≤ Cn

r /2
,即 E|∑

n

i= 1
a

+
i ai|

r
≤

Ca
r
n
r /2 .

同理 , E|∑
n

i= 1

a
-
i ai|r ≤ Ca

r
n
r /2. 因此 , E|∑

n

i= 1

aiai|r ≤

Ca
r
n
r /2 .

　　引理 3　 ( i)若基本假设 A1成立 ,则对 x∈ A ,

　　 lim
n→∞

|Egn (x ) - g ( x )|= 0.

　　 ( ii)若基本假设 A1′成立 ,则

　　 lim
n→∞

sup
x∈ A

|Egn ( x ) - g (x )|= 0.

　　证明　引理 3的第 ( i)个结论就是文献 [6]中的

定理 2. 1,证明从略 .在此 ,只证引理 3的第 ( ii )个结

论 .
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由于 g ( x )在紧集 A上连续且有界 ,因此 ,它一致

连续 ,所以由假设 A1′知 ,对任意X> 0,取 a > 0充分

小 ,则当 n充分大时 ,有

　　 sup
x∈ A

|Egn (x ) - g (x )|= sup
x∈ A

|∑
n

i= 1
kni ( x ) g (xni ) -

g (x )|≤ sup
x∈ A

|∑
n

i= 1

kni ( x ) (g ( xn i ) - g (x ) )|+

sup
x∈ A

|g (x ) (∑
n

i= 1

kni (x ) - 1)|≤

sup
x∈ A∑

n

i= 1
|kni (x )||g (xni ) - g ( x )|I (‖ x - xni‖ ≥

a ) + sup
x∈ A

∑
n

i= 1
|kni (x )||g (xni ) - g (x )|I (‖ x -

xni‖ < a ) + sup
x∈ A

|g ( x )||∑
n

i= 1
kni ( x ) - 1|≤

2 sup
x∈ A

|g (x )|sup
x∈ A∑

n

i= 1

|kni (x )|I (‖ x -

xni‖ ≥ a ) + sup
x∈ A∑

n

i= 1

|kni ( x )|X+ sup
x∈ A

|g (x )|X≤

2 sup
x∈ A

|g (x )|X+ BX+ sup
x∈ A

|g ( x )|X=

3 sup
x∈ A

|g (x )|X+ BX.

由X的任意性 ,即证明

　　 lim
n→ ∞

sup
x∈ A

|Egn (x ) - g (x )|= 0.

　　引理 4　设 {Zi∶ i≥ 1}是随机变量序列 ,存在常

数d> 0,使 E|Zi|= O ( i- ( 1+ 2d) ) ,则∑
∞

i= 1
Zi , a. s.收敛 .

　　证明　令 Tn = ∑
n

i= 1
Zi , m≥ n≥ 1,有

　　E|Tm - Tn|≤ ∑
m

i= n+ 1
E|Zi|≤ C∑

m

i= n+ 1
i
- ( 1+ 2d)

≤

Cn
- d

→ 0,当 n→ ∞ .

　　因此 {Tn∶n≥ 1}是 Cauchy序列 ,从而存在 r. v.

T ,使 E|T| < ∞且 E|Tn - T|→ 0(当 n→ ∞ ) .又

 X> 0,有

　　P (|T2
k - T|> X) ≤ CE|T 2

k - T|≤

C lim sup
n
E|T 2k - Tn|≤ C∑

∞

i= 2
k
+ 1

E|Zi|≤

C∑
∞

i= 2k+ 1

i
- ( 1+ 2d)

≤ C  2
- kd

, ( 8)

P ( max
2
k- 1

<n≤ 2
k
|Tn - T2k- 1|> X)≤ CP ( ∑

2k

2k- 1+ 1

|Zi|> X)≤

C ∑
2k

i= 2k- 1+ 1

E|Zi|≤ C ∑
2k

i= 2k- 1+ 1

i
- ( 1+ 2d) ≤ C  2- ( k- 1)d.

( 9)

由 ( 8)式、 ( 9)式和子序列法知 , Tn → T , a. s.从而有

∑
∞

i= 1

Zi , a. s.收敛 .

3　定理证明

　　注意到

　　|gn (x ) - g (x )|≤ |∑
n

i= 1

kni (x )Xni|+ |Egn (x ) -

g (x )|. ( 10)

　　 定理 1的证明　由引理 3的 ( i )知 , lim
n→∞

|Egn (x )

- g (x )|= 0.又对 x∈ A , X> 0,根据 M arkov

不等式及引理 2,得

　　 P (|∑
n

i= 1

kni ( x )Xni|> X) ≤
E|∑

n

i= 1

kni (x )Xn i|r

Xr ≤

Ck
r
n (x )n

r /2
≤ C1n

- (T-
1
2

)r
. ( 11)

此处 C1是与 x有关但与 n无关的常数 .因为
1
2

< T≤

1, (T- 1
2

)r > 1,所以

　　∑
n

P (|∑
n

i= 1

kni ( x )Xni|> X) < ∞ .

从而由 Borel-Cantelli引理 ,知

　　|∑
n

i= 1

kn i (x )Xni|→ 0, a. s.

综合 ( 10)式 ,即证得 ( 3)式成立 .

　　定理 2的证明　由 ( 10)式及引理 3的 ( ii )知 ,只

须证明 sup
x∈ A

|∑
n

i= 1
kni (x )Xni|→ 0, a. s.即可 .

　　记 Sn ( x ) = ∑
n

i= 1

kni (x )Xni ,取 1 /U < _ < [ (T-

1
2

)r - 1] /d ,对 x ∈ A ,用 Bk记 A中以 tk为中心 ,

半径为 n
- _
的邻域 ,且使 x∈ Bk .由于 A为紧集 ,故存

在 l = O (n
d_

)个这样的球覆盖 A ,于是当 n充分大时 ,

　　 sup
x∈ B

k

|Sn (x ) - Sn ( tk )|= sup
x∈ B

k

|∑
n

i= 1

(kni ( x ) -

kni ( tk ) )Xni|≤ b∑
n

i= 1

sup
x∈ B

k

|kni (x ) - kni ( tk )|≤

b∑
n

i= 1

LUn
- _U≤ bLUn

1- _U→ 0. ( 12)

又因为kn (x ) ≤ kn ,同样由 M arkov不等式和引理 2,

又有

　　 P (|Sn ( x )|> X) ≤ CE|∑
n

i= 1

kni ( x )Xni|r ≤

Ckr
nn

r /2 ≤ C2n
- (T-

1
2 )r . ( 13)

此处 C2是与 x ,n均无关的常数 . 由 ( 12)式和 ( 13)

式 ,当 n充分大时 ,有

　　 P ( sup
x∈ A

|Sn (x )|> X) ≤ ∑
l

k= 1
{P ( sup

x∈ B
k

|Sn (x ) -

Sn ( tk )|> X) + P (|Sn ( tk )|> X) } = ∑
l

k= 1
P (|Sn ( tk )|
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> X) ≤ C2 ln
- (T-

1
2

)r ≤ C2n
- [(T-

1
2

)r- d_ ] .

由于 (T-
1
2

)r - d_ > 1,所以∑
n

P ( sup
x∈ A

|Sn (x )|>

X) < ∞ .

　　从而由 Bo rel-Cantel li引理 ,知

　　 sup
x∈ A

|∑
n

i= 1
kni ( x )Xni|→ 0. a. s.

　　定理 3的证明　由 ( 10)式及引理 3的 ( i )知 ,只

须证明|∑
n

i= 1

kni (x )Xni|→ 0, a. s. 即可 .

令

　　ai ( 1) = - n
1 /p
I (ai < - n

1 /p ) + ai I (|ai|≤ n
1 /p )

+ n
1 /p
I (ai > n

1 /p
) ,

　　ai ( 2) = (ai + n
1 /p ) I (ai < - n

1 /p ) + (ai -

n
1 /p

) I (ai > n
1 /p

) ,

　　 a
～

i ( 1) = ai ( 1) - Eai ( 1) , a
～

i ( 2) = ai ( 2) -

Eai ( 2) .

　　Xni ( 1) = - n
1 /p
I (Xni < - n

1 /p
)+ Xni I (|Xni|≤ n

1 /p
)

+ n
1 /p
I (Xni > n

1 /p ) ,

　　Xni ( 2) = (Xni + n
1 /p ) I (Xn i < - n

1 /p ) + (Xni -

n
1 /p ) I (Xn i > n

1 /p ) ,

　　X~ni ( 1) = Xni ( 1) - EXni ( 1) ,X~ni ( 2) = Xni ( 2) -

EXni ( 2) ,

S′n (x ) = ∑
n

i= 1
kni (x )X~ni ( 1) , S″n (x ) = ∑

n

i= 1
kni (x )X~ni ( 2) .

由此可知 ai = ai ( 1) + ai ( 2) , Sn (x ) = S′n ( x ) +

S″n (x ) .

　　 ( i )先证 |S′n (x )|→ 0, a. s.

　　由上述的取法可知 ,对每一个 i ,ai ( 1) ,ai ( 2)均

为ai的增函数 ,于是有

　　Cov (ai ,aj ) = Cov (ai ( 1) + ai ( 2) ,aj ( 1) +

aj ( 2) ) = Cov (ai ( 1) ,aj ( 1) ) + Cov (ai ( 1) ,aj ( 2) ) +

Cov (ai ( 2) ,aj ( 1) ) + Cov (ai ( 2) ,aj ( 2) ) ≥

Cov (ai ( 1) ,aj ( 1) ) = Cov (a
～

i ( 1) ,a
～

j ( 1) ) , ( 14)

显然 {n- 1 /p a
～

i ( 1) , i ≥ 1} 也是 PA的 , 且 E (n- 1 /p

a
～

i ( 1) ) = 0,|n- 1 /p a
～

i ( 1)|≤ 1. 由假设 A2知 ,对每一

个 n, {n
- 1 /p

X~ni ( 1) , 1≤ i≤ n }的联合分布与 {n
- 1 /p

a
～

i ( 1) ,

1≤ i≤ n }的联合分布相同 .又由 ( 14)式 ,有

　　v (n)∶ = sup
k

∑
j: |j- k|≥n

Cov (n
- 1 /p

a
～

j ( 1) ,

n
- 1 /p a

～

k ( 1) ) = n
- 2 /p sup

k
∑

j: |j- k|≥ n

Cov (a
～

j ( 1) ,a
～

k ( 1) ) ≤

u (n ) = O (n
- ( r- 2) /2

) .

　　于是由 M arkov不等式和引理 2,有

　　 P (|S′n (x )|> X) ≤

Cn
r /p
E|∑

n

i= 1

kni (x )n- 1 /pX~ni ( 1)|r ≤ Ckr
n ( x )nr /p

n
r /2 ≤

C3n
- (T-

1
2

-
1
p

) r
.

此处 C3是与 x有关但与 n无关的常数 .因为 (T-

1
2

-
1
p

)r > 1,所以

　　∑
n

P (|S′n ( x )|> X) < ∞ .

从而由 Borel-Cantelli引理 ,知|S′n ( x )|→ 0. a. s.

　　 ( ii)下面证明|S″n (x )|→ 0, a. s.

　　记 Tn (x ) = ∑
n

i= 1

kni ( x )Xni ( 2) ,则 S″n (x ) = Tn (x )

- ETn (x ) . 注意到 sup
i

E|Xni|
p

< ∞ ,有

　　|ETn (x )|≤ ∑
n

i= 1
|kni (x )|E|Xni ( 2)|≤

∑
n

i= 1
|kni (x )|{E|Xn i|I (|Xni|> n

1 /p
) + n

1 /p
P (|Xni|>

n
1 /p ) } ≤ C∑

n

i= 1

|kni (x )|{n- ( p- 1) /p + n
1 /p - 1 } ≤

Cn
- ( p - 1) /p

→ 0,当 n→ ∞时 . ( 15)

又|kni (x )|≤ kn (x ) ,从而

　　|Tn (x )|≤ ∑
n

i= 1
|kni ( x )||Xni ( 2)|≤

kn (x )∑
n

i= 1
|Xn i ( 2)|≤ C4n

- T∑
n

i= 1
|Xni ( 2)|≤

C4 {n
- T∑

n

i= 1
|Xni|I (|Xni|> n

1 /p
) + n

- T
n

1 /p∑
n

i= 1
I (|Xni|>

n
1 /p

) } = ∶C4 {Jn 1+ Jn 2 }. ( 16)

C4是与 x有关但与 n无关的常数 .

令 Yi = i
- T|ai|I (|ai|> i

1 /p ) ,Zi = i
- (T- 1 /p )

I (|ai|>

i
1 /p

) ,则

　　 E|Yi|= i
-T  i

1 /p  i
- 1 /p

E|ai|I (|ai|> i
1 /p ) ≤

i
- (T- 1 /p )

i
- 1
E|ai|p ≤ Ci

- (T- 1 /p+ 1) ,

　　 E|Zi|= i
- (T- 1 /p)

P (|ai|> i
1 /p ) ≤

Ci
- (T- 1 /p )  i

- 1 = Ci
- (T- 1 /p+ 1) .

因为
1
2

+
1
p

<T,所以T- 1 /p+ 1> 1.由引理 4知 ,

∑
∞

i= 1
Yi和∑

∞

i= 1
Zi均 a. s.收敛 ,于是由 Kronecker引理有

n
- T∑

n

i= 1

|ai|I (|ai| > n
1 /p ) → 0, a. s. 和

n
- T
n

1 /p∑
n

i= 1
I (|ai|> n

1 /p
) → 0. a. s,又根据假设 A2,知

Jn1 → 0, a. s. 和 Jn 2 → 0, a. s. 从而由 ( 16) 式有

|Tn (x )|→ 0, a. s.结合 ( 15)式知|S″n ( x )|→ 0, a. s.

　　综合 ( i )、 ( ii) ,得|Sn (x )|→ 0, a. s.

　　定理 4的证明　由 ( 10)式及引理 3的 ( ii )知 ,只

174 Guangxi Sciences, Vo l. 10 No . 3, August 2003



须证明 sup
x∈ A

|∑
n

i= 1
kni (x )Xni|→ 0, a. s.即可 .在此证明中

仍采用定理 3证明中的记号 .

　　 ( i )先证 sup
x∈ A

|S′n (x )|→ 0, a. s.

　　因为kn ( x ) ≤ kn ,所以

　　P (|S′n (x )|> X) ≤

Cn
r /p
E|∑

n

i= 1

kni (x )n- 1 /pX~ni ( 1)|r ≤ Ckr
nn

r /p
n
r /2≤

C5n
- (T-

1
2

-
1
p

)r
. ( 17)

此处 C5是与 x ,n均无关的常数 .根据 ( 17)式 ,完全利

用定理 2的证明方法即可证明 sup
x∈ A

|S′n ( x )|→ 0, a.

s. ,此处要求选取 ( 1+
1
p

) /U< _ < [ (T-
1
2

-
1
p

)r

- 1] /d.

　　 ( ii )下面证明 sup
x∈ A

|S″n (x )|→ 0, a. s.

　　首先

　　 sup
x∈ A

|ETn (x )|≤ sup
x∈ A

∑
n

i= 1
|kni (x )|E|Xni ( 2)|≤

sup
x∈ A

∑
n

i= 1
|kni (x )|{E|Xni|I (|Xni|> n

1 /p
) + n

1 /p
P (|Xni|

> n
1 /p

) } ≤ C sup
x∈ A

∑
n

i= 1
|kni (x )|{n

- (p - 1) /p
+ n

1 /p- 1
} ≤

Cn
- (p - 1) /p → 0,当 n→ ∞时 . ( 18)

又 sup
x∈ A

|kni ( x )|≤ kn ,从而

　　 sup
x∈ A

|Tn (x )|≤ sup
x∈ A∑

n

i= 1

|kni (x )||Xni ( 2)|≤

kn∑
n

i= 1

|Xni ( 2)|≤ C6n
- T∑

n

i= 1

|Xni ( 2)|≤

C6 {n- T∑
n

i= 1

|Xni|I (|Xni|> n
1 /p ) + n

- T
n

1 /p∑
n

i= 1

I (|Xni|>

n
1 /p ) } = ∶C6 {Jn 1+ Jn 2 }.

　　C6是与 x ,n无关的常数 .而 Jn 1→ 0, a. s.和 Jn 2→

0, a. s.从而有 sup
x∈ A

|Tn ( x )|→ 0, a. s. ,结合 ( 18)式知

sup
x∈ A

|S″n ( x )|→ 0, a. s.

　　综合 ( i )、 ( ii) ,得 sup
x∈ A

|Sn (x )|→ 0, a. s.
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∑
i≠i

0

|G(m ,i)|2|L ( 1,i)|2 =

∑ ′
q

a= 1
∑ ′

q

b= 1

e (a - b )m
q ∑

i≠i
0

i(ab-)|L ( 1,i)|2 =

∑ ′
q

c= 1
∑ ′

q

b= 1
e

(cb - b)m
q ∑

i≠i
0

i(c )|L ( 1,i)|
2

=

∑ ′
q

b= 1
∑
i≠i

0

|L ( 1,i)|2 +

∑ ′
q

c= 2
∑ ′

q

b= 1
e
mb( c - 1)

q ∑
i≠i

0

i(c)|L ( 1,i)|
2

=

h(q )∑
i≠ i

0

|L ( 1,i)|
2
+

O ∑ ′
q

c= 2
∑

d|( q, c- 1)

d ∑
i≠i

0

i(c )|L ( 1,i)|2 =

h(q )∑
i≠ i

0

|L ( 1,i)|2 +

O ∑
d|q

∑

q- 1
d

s= 1

d ∑
i≠i

0

i(sd + 1)|L ( 1,i)|2 =

π
2

6h
2
(q)∏

p|q
1 - 1

p
2 + O q

3
2 ln2

qd (q) .
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