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摘要　研究二部半正则图的补图、 二部补图的特征多项式公式 , 给出几个特殊图类的谱 , 得到几类整谱图的充

要条件及一些新的整谱图类 .
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Abstract　 Based on the study of the biparti te semiregula r g raph and characteristic multinomial

fo rmula o f bipa rti te g raph, the necessary and sufficient conditions fo r some classes of integ ral

g raphs are obtained, and some special g raphs are giv en. Some new integ ral g raphs a re also giv-

en.

Key words　 biparti te semiregula r g raph, integ ral g raph, line g raph.

　　求一般图的谱问题是非常困难的 ,因此对一些特

殊图类的谱的计算也很不容易 .目前对于特殊图类谱

的研究主要获得了 12种特殊图类的谱 [1 ] .图的特征

值都是整数 ,称为整谱图 .对整谱图的研究主要集中

在整谱树 .已经得到的整谱图类见文献 [1～ 6 ].本文

通过对二部半正则图的补图、二部补图的特征多项式

公式的研究 ,给出几个特殊图类的谱 ,并得到几类整

谱图的充要条件及一些新的整谱图类 .

　　设 G= (X , Y ,E )为二部图 ,其中|X|= n1 ,|Y|

= n2 , X中顶点的度为 r1 , Y中顶点的度为 r 2 ,则称 G

是参数为 (n1 ,n2 , r1 , r2 )的二部半正则图 , G的阶数 n

= n1 + n2 ,边数 m = n1r1 = n2r 2.设 G与 G
* 是顶点

相同的二部图 ,若 G∪ G
* 是完全二部图 ,则称 G

* 是

G的二部补图 .用 G
-表示 G的补图 ,kG表示 k个图 G

的直和 , Ka ,b表示完全二部图 , L (G)表示 G的线图 ,

A(G)表示图的邻接矩阵 , P (G,x ) = |x I - A (G)|

表示图 G的特征多项式 , J表示元素全为 1的矩阵 .

　　引理 1
[1 ]　P (Ka ,b , x ) = x

a+ b - 2 (x 2 - ab) .

　　引理 2
[2 ]　图 G中长为 k的途径数目为 N k ,其中

N 0 = n, HG ( t ) = ∑
∞

k= 0
N k t

k是 N k的生成函数 ,则

　　 HG ( t ) =
1
t
( ( - 1) n

PG- ( - t + 1
t

)

PG(
1
t
)

- 1) .

　　 文献 [7]给出了二部半正则图的补图的特征多

项式公式 ,下面给出一个简化证明 .

　　 引理 3　图是参数为 (n1 ,n2 , r 1 , r2 )的二部半正

则图 ,则其补图 G-的特征多项式为

　　 P (G- , x ) = (- 1)n  P (G, - x - 1)  

(x + 1) 2 - (n1 + n2 ) ( x + 1) + n1r1 + n2r 2 - r1r2

(x + 1)
2
- r1r2

.

　　证明　设参数为 (n1 ,n2 , r 1 , r2 )的二部半正则图

G中长为 k的途径数目为 N k .当 k为偶数时 ,以 G中

任意点为起点的长为 k的途径数为 r
k
2
1 r

k
2
2 ;当 k为奇数

时 ,以 G中第一部分的任意点为起点的长为 k的途径

数为 r
k+ 1
2

1 r
k- 1
2

2 ,以 G中第二部分的任意点为起点的长

为 k的途径数为 r
k- 1
2

1 r
k+ 1
2

2 .因此有

　　 N k =

(n1 + n2 ) ( r1r2 )
k
,　　　　　当 k为偶数时 ,

(
r1

r2

n1 +
r 2

r 1

n2 ) ( r 1r2 ) k ,　 当 k为奇数时 .

由引理 2得

　　 HG ( t ) = ∑
∞

k= 0,k为偶数

(n1 + n2 ) ( r1r2 ) ktk +
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∑
∞

k= 1, k为奇数

(
r1

r2

n1 +
r 2

r 1

n2 ) ( r1r2 )k tk =

1
1 - r1r2 t

2 (n1 + n2+ r1n1t + r 2n2t ) ,

其中|t|<
1

r1r 2

,

则 PG- ( -
t+ 1
t

) = ( - 1)
n
( 1+

t
1 - r 1r 2t

2 (n1+ n2+

r1n1t + r 2n2 t ) ) PG ( t ) ,取 t = -
1

x + 1
,则引理得证 .

　　引理 4　图 G是参数为 (n1 ,n2 , r1 , r2 )的二部半

正则图 ,则其二部补图 G
* 的特征多项式为

P (G
*
,x ) =

x
2 - n1n2 + n1r 1+ n2r2 - r1r2

x
2
- r 1r2

P (G,

x ) .

　　证明　设 A (G) =
On

1
　 B

T
n
1
× n

2

Bn
2
× n

1
On

2
　

,因为当 M ,

Q为方阵且 M 非奇异时
M N

P Q
= |M||Q -

PM
- 1
N|(见文献 [1 ] ) ,所以

P (G,x ) =
x In1 - B

T

- B x In
2

= |x In
1
|| 1

x
( x2 In

2
-

BB
T )|= x

n
1
- n

2|x2 In
2
- BB

T|;

因为 B的行和为 r2 ,所以

　　P (G* ,x ) =

x In
1
　　 - Jn

1
× n

2
+ B

T

- Jn 2× n 1+ B x In 2　　
= |x In

1
||x In

2
-

( - J n
2
×n

1
+ B )

1
x
In

1
( - Jn

1
× n

2
+ B

T )|= x
n
1
- n

2|( 2r 2

- n1 )Jn
2
+ x

2
In

2
- BB

T|.

　　容易证明当 n阶方阵 P的行和为常数 c(≠ 0)

时 ,|kJ+ P|= ( 1+
nk
c
)|P|.因为 x

2
In

2
- BB

T的行

和为 x
2 - r 1r 2 ,所以

　　P (G* ,x ) = x
n
1
- n

2 ( 1+
n2 ( 2r 2 - n1 )
x

2 - r 1r2
)|x 2

In
2
-

BB
T|=

x
2 - n1n2 + 2n2r2 - r 1r2

x
2 - r1r2

P (G, x ) =

x
2 - n1n2 + n1r1 + n2r 2 - r1r2

x
2 - r1r2

P (G, x ) .

　　设 G0 (m ,a ,b ) = mKa ,b , G1 (m ,a ,b) =

G0 (m ,a ,b) , G2 (m ,a ,b ) = G
*
0 (m ,a ,b ) ,G3 (m ,a,b)

= G2 (m ,a ,b) ,其中 m≥ 3,则有

　　定理 1　 ( 1)G1 (m ,a ,b)是整谱图当且仅当 ab

和 m
2 (a + b) 2 - 4ab( 2m - 1)都是整数 ;

　　 ( 2)G2 (m ,a ,b )是整谱图当且仅当 ab是整数 ;

　　 ( 3)G3 (m ,a ,b )是整谱图当且仅当 ab和

m
2 (a - b )2 + 4ab都是整数 .

　　 证明 　 ( 1) G0 (m ,a ,b )是参数为 (am ,bm ,b,a )

的二部半正则图 .由引理 1得 , P (G0 (m ,a ,b ) ,x ) =

x
m (a+ b- 2) (x 2 - ab )m ,由引理 3得 , P (G1 (m ,a ,b) ,x )

= (x + 1)
m ( a+ b - 2)

( (x + 1)
2
- ab )

m- 1
( (x + 1)

2
-

m (a+ b) (x+ 1)+ ab( 2m - 1) ) ,G1 (m ,a,b)是整谱

图当且仅当 ab是整数且方程 ( x + 1) 2 - m (a +

b) ( x + 1) + ab( 2m - 1) = 0的根都为整数 .

　　方程

　　 ( x + 1) 2 - m (a+ b) ( x+ 1) + ab( 2m - 1) =

0

的根为

x1, 2 = - 1+ (m (a + b) ±

m
2 (a + b) 2 - 4ab ( 2m - 1) ) /2.

　　 当 m
2 (a+ b) 2 - 4ab( 2m - 1) 是整数时 ,容

易证明 m (a+ b)与 m
2
(a + b)

2
- 4ab( 2m - 1)的

奇偶性相同 .因此 ,方程 (x+ 1) 2 - m (a+ b) (x+ 1)

+ ab( 2m - 1) = 0的根都为整数 当且仅当

m
2
(a + b)

2
- 4ab ( 2m - 1)是整数 .

　　 ( 2)由引理 4得 P (G2 (m ,a,b) , x ) = x
m ( a+ b - 2) (x 2

- ab)m- 1 ( x 2 - ab(m - 1) 2 ) .

　　 ( 3)因为 G2 (m ,a ,b )是参数为 (am ,bm ,b(m -

1) ,a (m - 1) )的二部半正则图 .

　　由引理 3及 P (G2 (m ,a,b) , x )得 P (G3 (m ,a ,b ) ,

x ) = x
m (a+ b- 2)

( ( x+ 1)
2
- ab )

m- 1
( (x + 1)

2
- m (a

+ b ) (x+ 1)+ ab (m
2
- 1) ) ,G3 (m ,a,b)是整谱图当

且仅当 ab是整数且方程 (x+ 1) 2 - m (a+ b ) (x+

1) + ab (m 2 - 1) = 0的根都为整数 .

　　方程
　　 ( x + 1) 2 - m (a+ b) (x+ 1) + ab (m2 - 1) =

0

的根为

x1, 2 = - 1+

m (a+ b ) ± m
2
(a+ b )

2
- 4ab(m

2
- 1)

2
= - 1

+

m (a+ b ) ± m
2 (a - b )2 + 4ab
2

.

　　 当 m
2
(a - b)

2
+ 4ab是整数时 , 容易证明

m (a + b )与 m
2 (a - b) 2 + 4ab的奇偶性相同 ,因

此 ,方程 (x+ 1) 2 - m (a+ b) ( x+ 1) + ab (m2 - 1)

= 0的根都为整数当且仅当 m
2
(a - b)

2
+ 4ab是

整数 .

　　 推论 1　G1 ( 2k2 + 4k + 1, ( 2k + 1) 2 t , ( 2k +

3) 2t )是整谱图 ,其中 k , t是正整数 .

　　证明

　　由 ( 2k
2
+ 4k+ 1)

2
( ( 2k+ 1)

2
t+ ( 2k+ 3)

2
t )

2
-

4( ( 2k + 1) ( 2k + 3) t ) 2 ( 2( 2k2 + 4k + 1) - 1) =
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t
2 ( 256k8 + 2048k7+ 6784k6+ 12032k5+ 12432k4+

7744k 3+ 2944k2 + 640k+ 64) = t
2 ( 16k 4+ 64k3+

84k2 + 40k+ 8) 2 ,即得 .

　　推论 2　 ( 1)G3 ( 4k
2
+ 3k , ( 2k )

2
t , ( 2k+ 1)

2
t是整

谱图 ;

　　 ( 2)G3 ( 4k2 + 5k+ 1, ( 2k+ 1) 2t , ( 2k+ 2) 2t )是

整谱图 ;

　　 ( 3)G3 ( 4k
2
+ 3k , ( 4k+ 1)

2
t , ( 4k+ 3)

2
t )是整谱

图 ;

　　 ( 4)G3 ( 4k
2
+ 5k+ 1, ( 4k+ 1)

2
t , ( 4k+ 3)

2
t )是

整谱图 .

其中 k , t是正整数 .

　　证明

　　 ( 1) 由 ( 4k
2
+ 3k )

2
( ( 2k )

2
t - ( 2k + 1)

2
t )

2
+

4( 2k ( 2k+ 1) t )
2
= t

2
( 256k

6
+ 512k

5
+ 416k

4
+ 160k

3

+ 25k2 ) = t
2 ( 16k3 + 16k2+ 5k ) 2即得 .

　　 ( 2) 由 ( 4k2 + 5k + 1) 2 ( ( 2k + 1) 2 t - ( 2k +

2) 2t ) 2+ 4( ( 2k+ 1) ( 2k+ 2) t ) 2 = t
2 ( 256k 6+ 1024k5

+ 1696k
4
+ 1504k

3
+ 761k

2
+ 210k+ 25) = t

2
( 16k

3

+ 32k2 + 21k+ 5) 2即得 .

　　 ( 3)由 ( 4k2+ 3k ) 2 ( ( 4k+ 1) 2 t - ( 4k+ 3) 2t ) 2+

4( ( 4k + 1) ( 4k + 3) t ) 2 = t
2 ( 4096k6 + 10240k5 +

10496k4 + 5888k3+ 1984k2+ 384t+ 36) = t
2 ( 64k3

+ 80k
2
+ 32k+ 6)

2
即得 .

　　 ( 4) 由 ( 4k2 + 5k + 1) 2 ( ( 4k + 1) 2 t - ( 4k +

3) 2t ) 2 + 4( ( 4k + 1) ( 4k + 3) t )2 = t
2 ( 4096k6 +

14336k5+ 20736k4 + 15616k3+ 6336k2 + 1280k+

100) = t
2 ( 64k3+ 112k2+ 64k + 10) 2即得 .

　　文献 [4]证明恰好有 13个连通的 3正则整谱图 ,

文献 [5 ]讨论连通的 4正则整谱图 ,下面讨论一类 k

正则整谱线图 .

　　引理 5
[8 ]

　若 c是 n阶图 G中长为 k的闭途径的

个数 ,则

　　 c= ∑
n

i= 1

λki .

　　引理 6　设 G是参数为 (n1 ,n2 , r1 , r2 )的二部半

正则图 (其中 r1 , r2 ≥ 2) , G的特征值为 λ1 ,λ2 ,… ,

λn 1+ n 2 ,则 G的 4圈数 # (C4 ) =
1
8 (∑

n
1
+ n

2

i= 1
λ

4
i - 2n1r 1 -

4n1 (
r1
2 ) - 4n2 (

r2
2 ) ) .

　　证明　长为 4的闭途径覆盖的图为 P2、P3以及

C4 ,覆盖 P2的长为 4的闭途径数目为 2,覆盖 P3的长

为 4的闭途径数目为 4,覆盖 C4的长为 4的闭途径数

目为 8,图 G中子图 P2和 P3的数目分别为 n1r1和

n1 (
r1
2 ) + n2 (

r 2
2 ) .因此 ,由引理 5有∑

n
1
+ n

2

i= 1
λ

4
i = 2n1r 1+

4n1 (
r1
2 ) + 4n2 (

r2
2 ) + 8t (C4 ) .

　　 引理 7
[1 ]　 设 G是参数为 (n1 ,n2 , r1 , r 2 )的二部

半正则图 ,则

　　 PL (G) (x ) = ( x + 2)U  

( -
T1

T2
)
n
1
- n

2PG ( T1T2 )PG (- T1T2 ) ,

其中Ti = x - ri+ 2, ( i = 1, 2) ,U= n1r 1 - n1 - n2 .

　　因为 PG ( - x ) = ( - 1) n1+ n 2PG( x ) ,引理 7的结

论简化为

　　 PL (G) (x ) = ( x + 2)
U

(
T1

T2
)
n
1
- n

2PG ( T1T2 ) .

在图 G的每条边上添加一个新的顶点所得的图 S (G)

称为 G的剖分图 .

　　引理 8
[ 1]　若 G是 n阶 r正则图 ,则

　　 PS( G) (x ) = x
1
2
nr- n
PG (x 2 - r ) .

　　定理 2　设 G是参数为 (n1 ,n2 , 2,k )的连通二部

半正则图 (k≥ 3) ,则 L (G)是整谱图当且仅当 G是完

全二部图 K k, 2或剖分图 S( Kk+ 1 ) .

　　 证明　 设 G是参数为 (n1 ,n2 , 2,k )的连通二部

半正则图 ( 2n1 = kn2 ) , G的特征值是± λ1 , ± λ2 ,… ,

± λt , 0,其中λ1> λ2≥ … ≥ λt > 0( t可以是 1) ,PG (x )

= x
n
1
+ n

2
- 2t ∏

t

i= 1

(x 2 - λ2
i ) ,由引理 7得

PL (G) (x ) = ( x + 2)
n
1
- n

2 (
x

x - k + 2)
n
1
- n

2
2 (x ( x -

k + 2) )
n 1+ n2- 2t

2 ∏
t

i= 1

( x (x - k+ 2) - λ2
i = x

n
1
- t (x +

2)
n
1
- n

2 (x - k+ 2)
n
2
- t ∏

t

i= 1
(x

2
- (k - 2)x - λ

2
i ) .

　　 方 程 x
2
- (k - 2) x - λ

2
i = 0的 根是

k - 2± (k - 2)
2
+ 4λ

2
i

2
,则 L (G)的正特征值是

k - 2+ (k - 2)
2
+ 4λ

2
i

2
.由 L (G)是 k正则图 ,得

到
k - 2+ (k - 2)

2
+ 4λ

2
1

2
= k ,则λ1 = 2 k .因

为 L (G) 是 整 谱 图 , 则 对 于 2 ≤ i ≤ t ,

k - 2+ (k - 2)2 + 4λ2
i

2
是不超过 k - 1的整数 ,

又显然
k - 2+ (k - 2) 2+ 4λ2

i

2
> k - 2,从而 λi

= k - 1.因此

Spec (G) =
± 2k ± k - 1 0

1 t - 1 n1+ n2 - 2t
.

　　 因为 G有 2n1条边 ,则 2n1 = 2k+ (k - 1) ( t -

1) ,因此 t =
2n1 - k - 1

k - 1
=
kn2 - k - 1

k - 1
.由引理 6,

t (C4 ) =
1
8
( 8k2+ 4(n1 - k ) (k - 1) - 8n1 - 2k (k -
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1)n2 ) =
k
2 + k - kn2

2
,由 t (C4 )≥ 0,得到 n2≤ k+ 1,

由 t=
kn2 - k - 1
k - 1

是正整数 ,得到 n2≥ 2且 k - 1整

除 k (n2 - 2) ,而 k - 1与 k互素 ,则 k - 1整除 n2 -

2,因此 n2 = 2或者 n2 = k+ 1.

　　当 n2 = 2时 ,n1 = k ,则 G是 K k, 2 .

　　当 n2 = k+ 1时 ,n1 =
k (k+ 1)

2
且 t (C4 ) = 0,

显然 G是 S (Kk+ 1 ) .

　　反之 ,由引理 1及引理 7得 , PKk , 2 ( x ) = x
k
( x

2
-

2k ) , PL (K
k , 2

) (x ) = x
k- 1 (x + 2) k- 1 (x - k+ 2) (x -

k ) ,即 L ( Kk , 2 )是整谱图 .又因为

　　PK
k+ 1

(x ) = ( x + 1)k (x - k ) ,

由引理 8及引理 7得 ,

　 PS ( Kk+ 1) (x ) = x
( k+ 1) ( k- 2)

2 (x
2
- 2k ) ( x

2
- k + 1)

k
,

　 PL ( S (K
k+ 1

) ) (x ) = x
( k+ 1) (k - 2)

2 (x + 2) 1+
(k+ 1) ( k- 2)

2 ( x +

1)k ( x - k + 1)k (x - k ) .定理证毕 .

　　如果线图 L (G)是正则图 ,则 G或为正则图或为

二部半正则图 .又当 G是 n阶 r正则图时 ,PL ( G) (x ) =

(x + 2)
1
2
nr- n
PG (x - r+ 2) ,因此 , L (G)是整谱图当

且仅当 G是整谱图 .由定理 2即可得

　　推论 3　 ( 1)恰好有 3个连通的 3正则整谱线图:

L (K 1, 4 ) , L ( K 2, 3 )及 L ( S ( K 4 ) ) .

　　 ( 2) 恰好有 16个连通的 4正则整谱线图:

L (K 1, 5 ) , L (K 2, 4 ) , L ( S ( K 5 ) )及 13个连通的 3正则整

谱图的线图 .

　　最后 ,我们提出一个有待研究的问题: 给出所有

的 5正则整谱线图 .
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