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摘要　利用某些半正规或 C-正规子群刻划有限群的结构 ,得到有限群超可解的若干充分条件: 设有限群 G =

AB ,其中 A≤ G , B≤ G.若 A与 B的所有 Sylow子群在 G中半正规 ,则 G超可解 ;设 G是有限群 , N 4 G,G /N超

可解 .若 N的所有素数阶子群含于 U(G) ,且 N的所有 22阶循环子群在 G中或半正规或 C-正规 ,则 G是超可解

群 .同时推广了一些已知的结果 .
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Abstract　 Using semi-normal subg roups and C-no rmal subg roups to characterize the structure

of finite g roups, some suf ficient conditions for finite g roups to be superso lv able o f suppo sing fi-

nite g roupsG= AB , A≤ G, B≤ G are obtained. And i f all Sylow subg roups of A andB a re semi-

no rmality inG, thenG is superso lv able; if G i s finite group, th en N 4 G, G /N is supersolvable; if

all prime subg roups of N include inU (G) , and all 2
2
steppes of ci rculation subg roup of N are se-

mi-no rmality o r C-normali ty in g roupG, then G is supersolv ability. Some previously known re-

sults a re ex tended.
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　　设 G= AB ,其中 A, B≤ G.利用子群 A ,B的某

些特性研究群 G的结构是人们感兴趣的课题 .我们熟

悉的 Wielandt定理
[1 ]
: 2个幂零群之积可解 ,即当 A ,

B都幂零时 ,G可解 ;又当 A ,B都是 G的超可解正规

子群且 (|G∶ A|,|G∶B|) = 1时 ,G是超可解的 [ 2] ;

而当 A与 B为交换时 ,则 G″= 1.特别地 , G是可解

群
[3 ]
.所以当 A与 B具有较好的性质的时候 ,我们可

获得有限群较详细的结构 .

　　文中用 A与 B的 Sylow子群的半正规性来考查

群 G的结构 ,得到如下结果: 设有限群 G= AB ,其中

A≤ G,B≤ G.若 A与 B的所有 Sylow子群在 G中

半正规 ,则 G超可解 .另外 ,人们往往喜欢用群 G的极

小子群及 22阶循环子群研究群的结构 ,如文献 [4 ]中

的定理:设 G之素数阶子群皆属于 SE (G) ,G之 2
2
阶

循环子群在 G中 C-正规 ,则 G为超可解群 .而本文将

证明: 设 G是有限群 , N 4 G, G /N超可解 .若 N的所

有素数阶子群含于 U (G) ,且 N的所有 22阶循环子群

在 G中或半正规或 C-正规 ,则 G为超可解群 ,其中

U (G)是在本文中定义的一个包含 Z∞ (G)及 SE (G)

的子群 .从而文献 [4]中的定理得到了推广 .文中所

考虑的群均指有限群 ,文中所用的符号都是标准的 ,

可参阅文献 [3 ].

1　定义及主要引理

　　 定义 1
[5 ]　群 G的子群 A叫做 (在 G中 )半正规

的 ,如果存在一个子群 B使得 AB = G,且对 B的任何

真子群 B 1 , AB1是 G的真子群 .这样的子群 B叫做 A

在 G中的 S-补 , A在 G中的 S-补的集合记为 SG ( A ) .

　　性质 1
[5 ]
　如果 A是 G的半正规子群 ,则对任意

x∈ G, Ax是 G的半正规子群 ,并且 SG ( Ax ) = SG ( A ) .

又若 B∈ SG ( A ) ,则对任意的 y∈ G,By ∈ SG ( A ) .

　　性质 2
[ 5]　设 A是 G的半正规子群 ,则

　　 ( 1)如果 A≤ H≤ G,那么 A是 H的半正规子

群 ;

　　 ( 2)如果 N 4 G,N≤ A,那么 A /N是 G /N的半

正规子群 ,并且如果 B ∈ SG ( A ) , 那么 BN /N ∈
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SG /N ( A /N ) ;

　　 ( 3)如果 N 4 G,则 AN是 G的半正规子群 ;

　　 ( 4)如果 N 4 G,那么 AN /N是 G /N的半正规子

群 .于是对 G的任意同态θ, A
θ
是 G

θ
的半正规子群 .

　　引理 1
[5 ]
　设群 G的 p -子群 P是半正规的 ,则

P与 G的每个 q-子群 Q可交换 , q≠ p.

　　引理 2
[6 ]　如果群 G的每个 Sy low子群在 G中

半正规 ,则 G超可解 .

　　定义 2
[ 7]　设 H≤ G,称 H为 G的 C-正规子群 ,

若存在 K 4 G使得 G= HK且 H∩ K≤ Co reG ( H ) .

　　性质 3
[ 7, 8]
　 ( 1)若 H在 G中 C-正规 , H≤ K≤

G,则 H在 K中 C-正规 ;

　　 ( 2)设 N 4 G,N≤ H ,那么 H在 G中 C-正规当

且仅当 H /N在 G /N中 C-正规 .

　　 ( 3)设 N 4 G, H≤ G且 (|N|,|H|) = 1.如果

H在 G中 C-正规 ,则 HN /N在 G /N中 C-正规 .

　　引理 3
[2 ]　Z∞ (G) = ∩ {N|N 4 G且 Z (G /N ) =

1}.

　　 引 理 4　 设 N 4 G, 则 Z∞ (G /N ) ≥

Z∞ (G) N /N .

　　证　Z∞ (G /N ) =

∩ {A /N 4 G /N|Z ( (G /N ) / ( A /N ) ) = 1} =

∩ {A 4 G|Z (G /A ) = 1, A≥ N } /N≥∩ {A 4

G|Z (G /A ) = 1}N /N = Z∞ (G)N /N .

　　 特别地 , 若 N = Z (G) , 则 Z∞ (G /Z (G) ) =

Z∞ (G) /Z (G) .

　　引理 5　 设 G是有限群 , A是 G的超可解子群 ,

则 Z∞ (G) A超可解 .

　　证　若 Z (G) = 1,则 Z∞ (G) = 1,此时命题显

然已成立 . 故设 Z (G)≠ 1,考虑 G
- = G /Z (G) ,则

Z∞ (G- ) = Z∞ (G /Z (G) ) = Z∞ (G) /Z (G) .由归纳法 ,

Z∞ (G- ) A-超可解 ,即 Z∞ (G) /Z (G)  AZ (G) /Z (G)超

可解 ,从而 Z∞ (G) A /Z (G)超可解 ,所以 Z∞ (G) A超

可解 .

　　定义 3　设 G为有限群 ,设 u(G) = {N|N 4 G,

N X超可解 , X≤ G且 X超可解 }.显然有 U (G)≠

H.令 U (G) = < N|N ∈ u (G) > ,则 U (G) char G.

　　事实上 ,设 N ∈ u (G) , X≤ G且 X超可解 ,T∈

Aut(G) ,则 N
T
X = ( N XT

- 1

)T.显然 ,N XT
- 1

超可解 ,

故 (N XT
- 1

)T超可解 ,从而 N
T
X 超可解 , 即 N

T∈

u (G) ,所以 N≤ U (G) ,由 N在 U (G)中的任意性得 ,

U(G)T≤ U (G) ,故 U (G) char G.

　　显然 U (G)是 u (G)的极大元且 U (G)超可解 ,

U(G)包含于任一极大超可解子群中 .由引理 5,还有

Z∞ (G)≤ U (G) .

　　 引理 6　设 G为有限群 , H≤ G,则 U (G)∩ H

≤ U ( H ) .

　　证　设 A为 H的超可解子群 .因 (U (G)∩ H ) A

= U (G) A∩ H且 U (G)∩ H4 H ,而 U (G) A为 G的

超可解子群 ,故 U (G) A∩ H为 H的超可解子群 ,即

(U(G)∩ H ) A超可解 ,所以 U (G)∩ H≤ U ( H ) .

　　定义 4
[3 ]
　设 H4 G. H叫做 G的超可解嵌入子

群 ,如果包含在 H中的每个 G-主因子都是循环的 .

　　引理 7
[3 ]　用 S E(G)表示 G的所有超可解嵌入

子群之积 ,则 S E (G)仍是 G的超可解嵌入子群 .

　　引理 8　设 G为有限群 ,则 SE (G)≤ U (G) .

　　 证　设 X为 G的超可解子群 ,往证 SE (G) X超

可解 .记 X
- = SE (G) X /SE (G) ,则 X

-超可解 ,故 X
-有

一正规群列

　　 1 = M
-

0≤ M
-

1≤… ≤ M
-
m = X

- ,

使 所 有的 商 群 M
-

i /M- i- 1 循 环 , 其 中 M
-
i - 1 =

Mi- 1 /SE (G) , i = 1, 2,… ,m .

　　由 SE (G)的定义 ,存在 G-不变群列

　　 1 = S0≤ S1≤… ≤ Sn = SE (G) ,

使得所有的商因子 Sj /Sj - 1 ( j = 1, 2,… ,n )循环 .

　　显然

　　 1 = S0≤ S1≤… ≤ Sn = SE (G) = M0≤ M1≤

… ≤ Mm = S E(G)X

为 SE (G)X 的正规群列且所有的商因子循环 ,所以

SE (G)X超可解 ,即有 SE (G)≤ U (G) .

　　引理 9　设 G是有限群 ,则 G是超可解群当且仅

当 G /U (G)超可解 .

　　证 　只需证 G /U (G)超可解时 , G超可解 .

　　假设命题不真 ,设 G为极小阶反例 .

　　 ( 1)条件对子群遗传 , G内超可解 .

　　设 H < G,由 G /U (G)超可解 ,知 U (G) H /U (G)

超可解 ,而 U (G) H /U (G)  H /( H ∩ U (G) ) ,故

H / (H∩ U (G) )超可解 .由引理 6,有 U (G)∩ H≤

U ( H ) ,故 H /U ( H ) ( H / (H∩ U(G) ) ) / (U ( H ) /

( H ∩ U (G) )超可解 ,由 G的选取得 , H超可解 .

　　 ( 2)矛盾的导出 .

　　 M < G,则 M是超可解的 .若 U(G)≮M ,则 G

= U (G)M超可解 ,矛盾 ,故 U (G)≤ M ,由 M的任意

性有 , U(G)≤H(G) .又因 G /H(G) (G /U (G) ) /

(H(G) /U (G) ) ,而 G /U (G)超可解 ,所以 G /H(G)超

可解 ,于是 G超可解 ,矛盾 .命题成立 .

　　引理 10
[9 ]
　设 G是内超可解群 ,则 G有如下结

构:

　　 ( 1)G恰含有一个正规 Sy low p -子群 P ,且有 M

< G使 G= P M ,M超可解 ;

　　 ( 2) P /H( P )是 G /H( P )的极小正规子群 ;
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　　 ( 3)若 p > 2,则 expP = p;若 p = 2,则 expP≤

4且 p
2||G|;

　　 ( 4)存在 c∈ P \H( P ) ,使 < c> 4/G;

　　 ( 5) P /H( P )非循环 .

　　引理 11
[4 ]　设 G为内超可解群 , P为 G的正规

Sy low p-子群 .若有 N 4 G使 G /N超可解 ,则 P∈

Sy lp (N ) .

　　引理 12　 设 G为内超可解群 , P为 G的正规

Sy low p -子群 , x ∈ P ,若 < x > 在 G中 C-正规 ,则

x ∈ H(P ) .

　　证　P满足引理 10的条件 .

　　假设命题不真 ,则有 x ∈ P \H(P )使 < x > 在

G中 C-正规 ,即有 K 4 G使 G = < x > K ,且 < x

> ∩ K≤ Co reG ( < x > ) .令 P1 = P∩ K ,则 P1 4 G.

若 P1≤H(P ) ,则 P = P∩ G= P∩ < x > K = <

x > ( P ∩ K ) = < x > ,与引理 10矛盾 ,故 P1

≮H( P ) . 于是 1≠ P1H( P ) /H(P ) 4 G /H( P ) , 由

P /H(P )的极小正规性及 P1H( P ) /H( P )≤ P /H( P )

得 , P = P1H(P ) ,即 P1 = P ,故 P = P∩ K ,所以 P

≤ K .于是 < x > = < x > ∩ K≤ Co reG ( < x > ) ,

即有 < x > = CoreG( < x > ) ,所以 < x > 4 G.这

样 , 1≠ < x > H( P ) /H( P ) 4 G /H(P ) ,由 P /H(P )的

极小正规性及 < x > H( P ) /H( P )≤ P /H( P )得 ,

P /H(P ) = < x > H( P ) /H( P ) , 所以 P = < x >

H(P ) ,即 P = < x > ,与引理 10矛盾 .命题为真 .

　　引理 13
[3 ]　设 p是|G|的最小素因子 , P∈

Sy lp (G)且 P循环 ,则 G有正规 p-补 .

　　引理 14
[3 ]
　设 G是有限群且H(G) = 1,则 F (G)

是交换群且

　　F (G) = < N|N是 G的可解极小正规子群 > .

　　引理 15　若有限群 G= AB ,其中 A≤ G,B≤

G,则有 P∈ Sy lp (G) , P1∈ Sylp ( A ) , P2∈ Sylp ( B ) ,

使 P = P1P2 .

　　证　取 P1∈ Sy lp ( A ) , P∈ Sylp (G)使 P1≤ P.

令 P2∈ Sylp (B ) ,则有 x ∈ G使 P2≤ P
x
.由于 G=

AB ,故存在 a∈ A ,b∈ B使 x = ab,所以 P2≤ P
ab
,

即 P
b- 1

2 ≤ P
a
.而由于 P1≤ P ,故 P

a
1≤ P

a
.显然 P

a
∈

Sy lp (G) , Pa1∈ Sy lp ( A ) , Pb
- 1

2 ∈ Sy lp (B ) .用 P , P1 , P2

分别代替 P
a , Pa1 , Pb

- 1

2 ,则有 P1≤ P , P2≤ P ,故 P1P2

 P .因 G= AB ,所以

　　|P|= |G|p =
|A|p  |B|p
|A∩ B|p

=
|P1| |P2|
|A∩ B|p

.

　　由于 P1∩ P2≤ A∩ B ,故|P1∩ P2|= |P1∩

P2|p≤|A∩ B|p ,所以

　　|P1P2|=
|P1| |P2|
|P1∩ P2|

≥
|P1| |P2|
|A∩ B|p

= |P|,

故|P|= |P1P2|,即 P = P1P2 .

　　引理 16　 设 A ,B ,C是群 G的子集 ,则 ABC =

A (BC ) .

　　 证 　 设 x ∈ ABC ,则 x = abc = a(bc) ∈

A (BC ) ,其中 a ∈ A ,b∈ B ,c ∈ C , 所以 ABC 

A (BC ) .反之 ,若 x ∈ A( BC ) ,则存在 a∈ A, y∈ BC

使 x = ay ,而 y = bc,b∈ B , c∈ C ,所以 x = ay =

a (bc ) = abc∈ ABC ,所以 A (BC ) ABC ,所以 ABC

= A ( BC ) .

2　主要结果

　　定理 1　设有限群 G= AB ,其中 A≤ G,B≤ G.

若 A与 B的所有 Sylow子群在 G中半正规 ,则 G超可

解 .

　　证 　假设命题不真 ,设 G为极小阶反例 .

　　 ( 1)条件对商群遗传 .

　　 设 N 4 G, 显然 G /N = AN /N  BN /N .

 r||AN /N|,则 r||A|.设 T ∈ Sylr ( A ) ,则 TN /N

∈ Sylr ( AN /N ) ,由于 T在 G中半正规 .故由半正规

的性质有 , TN /N在 G /N中半正规 .所以 AN /N的

每个 Sylow子群在 G /N中半正规 .同理有 BN /N的

每个 Sylow子群在 G /N中半正规 ,即 G /N满足定理

假设的条件 .

　　 ( 2) G具有 Sy low塔 , G可解 .

　　 由半正规的性质及引理 2知 , A ,B都是超可解

的 .设 p为|G|的最大素因子 , P1∈ Sylp ( A ) , P2∈

Sylp (B ) .因 A与 B都是超可解群 ,故 P1 4 A , P2 4 B ,

即 P1 ,P2分别为 A与 B的唯一 Sylow p -子群 .由引理

15,存在 P∈ Sylp (G)使 P= P1P2 .由于 A可解 ,故 A

有 p′-Hall子群 ,设其为 A1 ,则 A = P1 A1 .设 {Q1 ,Q2 ,

… ,Qn }为 A1的一组 Sy low基 ,Qi∈ Sylqi ( A1 ) ,qi≠ p ,

i = 1, 2,… ,n,则 A1 = Q1Q2… Qn .同理可设 B1为 B的

p′-Hall子群 ,则 B = P2B1 , B1 = R1R2 ,… , Rs ,其中

{R1 , R2 ,… , Rs } 为 B1 的 一 组 Sylow 基 , R j ∈

Sylr
j
(B1 ) , r j≠ p , j = 1, 2,… , s.

　　由于 P1在 G中半正规 ,由引理 1, P1与每一 Rj可

交换 ,故 P1与 B1可交换 ,即 P1B1≤ G,则 P1B1是超

可解的 .事实上 ,因 B1是 P1B1的 p′-Hall子群 ,它的

Sylow子群在 P1B1中半正规 ,而 P1在 P1B1中是半正

规的 ,故 P1B1的所有 Sylow子群在 P1B1中半正规 ,

由引理 2知 , P1B1是超可解的 .于是 P1 4 P1B1 ,即 B 1

≤ NG ( P1 ) .同理有 P2 4 P2A1 , A1≤ NG ( P2 ) .由于 G

= AB = A1P1B1P2 .由引理 16,G = A1 (B1P1P2 ) =

A1 (B1 (P1P2 ) ) = A1 (B1P ) = A1B 1P.又 P1 4 A ,故

A1≤ NG ( P1 ) ,而 A1≤ N G( P2 ) ,故 A1≤ NG ( P1 P2 ) =
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NG ( P ) ,同理有 B1≤ NG ( P ) ,又因 P≤ NG ( P ) ,所以

G= A1B1P≤ N G (P ) ,即 G= NG ( P ) ,所以 P 4 G.考

虑 G /P ,由 ( 1) ,条件对 G /P遗传 . 由归纳 , G /P有

Sy low塔 ,故 G有 Sylow塔 ,所以 G可解 .

　　 ( 3)G有唯一极小正规子群 N且 F (G) = N =

P∈ Sylp (G) .

　　设 N是 G的极小正规子群 .由 ( 1) ,条件对 G /N

遗传 ,由 G的选取得 ,G /N 超可解 .若 G还有另一个

极小正规子群 N
* ,则同理可得 G /N* 超可解 ,故

G /(N ∩ N
*
)超可解 .又因 N ∩ N

*
= 1,所以 G超

可解 ,矛盾 .所以 N 是 G的唯一极小正规子群 .若

H(G)≠ 1,则由 ( 1)得 G /H(G)超可解 ,从而 G超可

解 ,矛盾 ,故H(G) = 1.由引理 14得 , F (G) = N .而由

( 2)即有 P≤ F (G) = N ,由 N的唯一极小正规性得 ,

N = P ,即 P是初等交换 p -群 .

　　 ( 4)矛盾的导出 .

　　设 P∈ Sylp (G) ,由 ( 3) , P是交换的且是 G的唯

一极小正规子群 .设 1≠ x ∈ P ,则每一 Qi与 < x >

可交换 ,故 A1与 < x > 可交换 ,即 < x > A1≤ G.所

以 < x > = < x > ( A1∩ P ) = < x > A1∩ P 4 <

x > A1 ,即有 A1≤ NG ( < x > ) .同理有 B1≤ NG ( <

x > ) .由于 P交换 ,故 P≤ N G( < x > ) ,所以 G =

A1B1P≤ NG ( < x > ) ,即 G= NG ( < x > ) ,所以 <

x > 4 G.由 P的唯一极小正规性 ,有 P = < x > ,所

以由 G /P = G / < x > 超可解 ,得 G超可解 ,矛盾 .

　　极小阶反例不存在 , G超可解 .

　　定理 2　设 G是有限群 , N 4 G,G /N超可解 .若

N的所有素数阶子群含于 U (G) ,且 N的所有 22阶循

环子群在 G中或半正规或 C-正规 ,则 G是超可解群 .

　　证　假设定理不成立 ,设 G为极小阶反例 .

　　 ( 1)条件对子群遗传 , G为内超可解群 .

　　事实上 , K < G,由 G /N超可解 ,得 KN /N超

可解 .因 KN /N K / (K∩ N ) ,故 K /( K∩ N )超可

解 . K∩ N之素数阶子群包含在 U (G)∩ K中 .由引

理 6有 ,U (G)∩ K≤ U( K ) ,故 K∩ N之素数阶子群

包含于 U (K ) .又由半正规与 C-正规的性质知 , K∩

N之 2
2
阶循环子群在 K中或半正规或 C-正规 ,故 K ,

K∩ N满足条件 ,由归纳 ,K超可解 ,故 G是内超可解

的 .于是可设 G= P M , P ,M的性质同引理 10.

　　 ( 2)由引理 11, P≤ N ,所以 P的所有素数阶子

群含于 U(G)且 P的所有 2
2
阶循环子群在 G中或半

正规或 C-正规 .

　　 ( 3) p = 2,P非循环 .

　　若不然 ,则 p > 2,由引理 10知 , exp P = p ,从而

P的每一非单位元素都为 p阶的 ,依题意有 ,P≤

U (G) . 又 G /P  M 超可 解 , 于 是 G /U (G)  

(G /P ) /(U (G) /P )超可解 ,由引理 9得 ,G超可解 ,矛

盾 . P非循环是显然的 .

　　 ( 4) x ∈ P \H( P ) ,有 o( x ) = 4.

　　 若否 ,则存在 a ∈ P \H(P )使 o(a ) = 2.令 A

= < a > G, 则 A 4 G 且 A ≤ P , 于是 1≠

AH( P ) /H(P ) 4 G /H(P ) , 由 AH( P ) /H(P ) ≤

P /H( P )及 P /H( P )的极小正规性得 , AH( P ) /H(P )

= P /H( P ) ,即 P = AH( P ) = A. g∈ G,则 a
g为 2

阶元 .依题意 ,ag∈ U (G) ,从而 P = A≤ U (G) .由

G /P M超可解知 G /U (G)超可解 .由引理 9可得 G

超可解 ,矛盾 .

　　 ( 5)矛盾的导出 .

　　由 ( 4)及定理的假设知 x ∈ P \H( P ) , < x >

在 G中半正规或 C-正规 ,由引理 12知 < x > 只能在

G中半正规 ,即有 B∈ SG ( < x > )使 G= < x > B.

由 G可解 ,故 G有 p′-Hall子群且所有的 p′-Hall子群

共轭 .而 B的 p′-Hall子群显然是 G的 p′-Hall子群 .

故存在 x ∈ G使 M
x
≤ B .由性质 1可设 M≤ B.由于

P非循环 ,故 < x > < P ,即有 M < B ,于是 < x > M

< G,故 < x > = < x > (M∩ P ) = < x > M∩ P

4 < x > M ,所以 < x > H( P ) /H( P ) 4 < x >

MH( P ) /H( P ) . 因 P /H( P ) 是交换的 , 故 < x >

H(P ) /H( P ) 4 P /H( P ) ,所以 < x > H( P ) /H( P )

4 MP /H( P ) = G /H(P ) ,而 < x > H( P ) /H(P )≠

1. 由 P /H( P ) 的唯 一极小正规 性得 < x >

H(P ) /H( P ) = P /H(P ) ,即有 P = < x > ,矛盾 .

　　极小阶反例不存在 ,命题成立 .

　　推论 1　设 G是有限群 ,若 G的所有素数阶子群

含于 U (G) ,且 G的所有 2
2
阶循环子群在 G中或半正

规或 C-正规 ,则 G是超可解群 .

　　推论 2　设 G是有限群 ,N 4 G,G /N超可解 ,若

N的所有素数阶子群含于 U (G) ,且 N的所有 22阶循

环子群在 G中半正规 ,则 G是超可解群 .

　　推论 3　设 G是有限群 ,若 G的所有素数阶子群

含于 U (G) ,且 G的所有 22阶循环子群在 G中半正规 ,

则 G是超可解群 .

　　推论 4　设 G是有限群 ,N 4 G,G /N超可解 ,若

N的所有素数阶子群含于 U (G) ,且 N的所有 22阶循

环子群在 G中 C-正规 ,则 G是超可解群 .

　　推论 5　设 G是有限群 ,若 G的所有素数阶子群

含于 U (G) ,且 G的所有 22阶循环子群在 G中 C-正

规 ,则 G是超可解群 .
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1)n2 ) =
k
2 + k - kn2

2
,由 t (C4 )≥ 0,得到 n2≤ k+ 1,

由 t=
kn2 - k - 1

k - 1
是正整数 ,得到 n2≥ 2且 k - 1整

除 k (n2 - 2) ,而 k - 1与 k互素 ,则 k - 1整除 n2 -

2,因此 n2 = 2或者 n2 = k+ 1.

　　当 n2 = 2时 ,n1 = k ,则 G是 K k, 2 .

　　当 n2 = k+ 1时 ,n1 =
k (k+ 1)

2
且 t (C4 ) = 0,

显然 G是 S (Kk+ 1 ) .

　　反之 ,由引理 1及引理 7得 , PK
k , 2 ( x ) = x

k
( x

2
-

2k ) , PL (K
k , 2

) (x ) = x
k- 1 (x + 2) k- 1 (x - k+ 2) (x -

k ) ,即 L ( Kk , 2 )是整谱图 .又因为

　　PK
k+ 1
(x ) = ( x + 1)k (x - k ) ,

由引理 8及引理 7得 ,

　 PS ( Kk+ 1) (x ) = x
( k+ 1) ( k- 2)

2 (x
2
- 2k ) ( x

2
- k + 1)

k
,

　 PL ( S (K
k+ 1

) ) (x ) = x
( k+ 1) (k - 2)

2 (x + 2) 1+
(k+ 1) ( k- 2)

2 ( x +

1)k ( x - k + 1)k (x - k ) .定理证毕 .

　　如果线图 L (G)是正则图 ,则 G或为正则图或为

二部半正则图 .又当 G是 n阶 r正则图时 ,PL ( G) (x ) =

(x + 2)
1
2
nr- n

PG (x - r+ 2) ,因此 , L (G)是整谱图当

且仅当 G是整谱图 .由定理 2即可得

　　推论 3　 ( 1)恰好有 3个连通的 3正则整谱线图:

L (K 1, 4 ) , L ( K 2, 3 )及 L ( S ( K 4 ) ) .

　　 ( 2) 恰好有 16个连通的 4正则整谱线图:

L (K 1, 5 ) , L (K 2, 4 ) , L ( S ( K 5 ) )及 13个连通的 3正则整

谱图的线图 .

　　最后 ,我们提出一个有待研究的问题: 给出所有

的 5正则整谱线图 .
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