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摘要　给出具有突变率的广义生 -灭过程的唯一性的充分必要条件 .
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Abstract　 An ex tended birth-death process wi th catast rophes is discussed. The necessary and

suf ficient conditions of uniqueness for the process are presented.
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　　设状态空间 E = { 0, 1, 2,… } ,Q-矩阵具有形式

Q=

- ∑
∞

i= 1
ci c1 c2 c3 …

d1 T1 λ1

d2 u2 T2 λ2

d3 u3 T3 λ3

   

, ( 1)

其中T1 = - (λ1+ d1 ) ,T2 = - (λ2+ u2+ d2 ) ,T3 = -

(λ3 + u3+ d3 ) ,λi > 0,di≥ 0,ci≥ 0, i≥ 1; ui > 0, i

≥ 2.显然 Q是保守的 ,如∑
∞

i= 1

ci < ∞ ,则 Q是全稳定

的 , Q过程一定存在 ,例如 Feller最小 Q过程 , 参见

文献 [1～ 3 ];否则 Q是单瞬时的 ,这时 ,Q过程不一

定存在 ,参见文献 [4]. ( 1)式的 Q矩阵可以看成是具

有突变率 di的广义生 -灭过程 (特别当 d1 > 0,c1 > 0;

di = 0,ci = 0, i≥ 2时 ,Q即为通常的生 -灭过程 ) ,有

关生 -灭过程已获得许多深刻的理想结果 , 其详细讨

论可参阅文献 [5, 6 ];本文研究了具有 ( 1)式的全稳

定 Q矩阵的唯一性 ,获得了全稳定下的唯一性的充分

必要条件 .

1　引理

　　为方便 ,本文分别简称具有 ( 1)式的 Q矩阵和由

此确定的 Q过程为 Q矩阵和 Q过程 ,且恒设 c ∑
∞

i= 1

ci

< ∞ ,即 Q矩阵是全稳定的 .为证明本文定理 ,先引

入下引理 .

　　引理　设 {gn: n≥ 1}是正数列 , { f n: n≥ 1}是非

负数列 ,对 N≥ 1, 记

　　 F
( N )
n  f n + gn f n - 1 + … + gngn - 1… gN+ 1 f N +

gn gn- 1… gN , ( 2)

则对任意自然数 N , M 有∑
∞

n= N

F
( N )
n < ∞ 等价于

∑
∞

n= M

F
( M )
n <∞ .

　　证明 　 显然只需证明对任意的自然数 N ,有

∑
∞

n= N

F
(N )
n < ∞等价于∑

∞

n= N+ 1

F
( N+ 1)
n < ∞ .

　　由 F
(N )
n 的定义 ,容易验证有关系式:

　　∑
∞

n= N+ 1

F
(N+ 1)
n = ∑

∞

n= N+ 1

F
(N )
n - ∑

∞

n= N+ 1

gn gn- 1… gN+ 1 f N

- ∑
∞

n= N+ 1
gn gn- 1… gN + ∑

∞

n= N+ 1
gn gn - 1… gN+ 1 , ( 3)

由 ( 2)式

　　 gn gn- 1… gN+ 1 f N≤ F
(N )
n , gngn- 1… gN≤ F

( N )
n ,
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又 gN > 0,所以　 gn gn- 1… gN+ 1≤
F

(N )
n

gN
,

故如　∑
∞

n= N

F
( N )
n < ∞ ,

则 　∑
∞

n= N+ 1
F

(N )
n < ∞ , ∑

∞

n= N+ 1
gngn- 1… gN+ 1 f N < ∞ ,

∑
∞

n= N+ 1
gngn- 1… gN < ∞ ,∑

∞

n= N+ 1
gngn - 1… gN+ 1 <∞ ,

由此及 ( 3)式即得　∑
∞

n= N+ 1

F
(N+ 1)
n <∞ .

　　反之 ,如果∑
∞

n= N+ 1
F

( N+ 1)
n < ∞ ,同样由 ( 2)式得

　　∑
∞

n= N+ 1

gn gn- 1… gN+ 1≤ ∑
∞

n= N+ 1

F
( N+ 1)
n < ∞ ,

由此又得　∑
∞

n= N+ 1
gngn - 1… gN+ 1 f N≤ f N ∑

∞

n= N+ 1
F

( N+ 1)
n <

∞ ,∑
∞

n= N+ 1

gn gn - 1… gN ≤ gN∑
∞

n= N+ 1

F
( N+ 1)
n < ∞ ,

故由 ( 3)式得　∑
∞

n= N

F
(N )
n <∞ .

引理证毕 .

2　主要结果及其证明

　　定理 1　Q-矩阵零流出 (即方程 Qx = λx , 0≤ x

≤ 1,对某λ> 0(等价于对所有的λ> 0)只有零解的

充分必要条件是

R
- ∑

∞

n= 1
( ( 1+ dn ) /λn + un ( 1+ dn- 1 ) /λnλn - 1+ … +

unun - 1… u2 ( 1+ d1 ) /λnλn- 1…λ1 ) = ∞ .

　　注　特别对通常的生 -灭过程 ,即 di≡ 0,ci≡

0, i≥ 2,则由定理 1得 Q零流出的充分必要条件是

　　∑
∞

n= 1

1
λn

+
un

λnλn - 1
+ … +

unun- 1… u2

λnλn- 1…λ1
= ∞ .

这是周知的结果 ,所以定理 1是通常生 -灭过程有关

零流出结论的推广 .

　　因为对全稳定保守 Q-矩阵 ,Q过程唯一的充分

必要条件是 Q零流出 , 故由定理 1立即得:

　　定理 2(唯一性 )　 Q过程唯一的充分必要条件

是 R
- = ∞ .

　　定理 1的证明　由 ( 1)式 ,方程 Qx = λx即为

- cx 0+ ∑
∞

i= 1

cixi = λx 0 ,

dnx 0 + unxn- 1 - (λn + un + dn )xn + λn xn+ 1

　　　 = λxn ,n≥ 1,

……

( 4)

其中 u1 0, c ∑
∞

i= 1

ci ,由上方程唯一确定解 x 0 ,x 1 ,

x2 ,… ,取 x 0 = 1,把方程 ( 4)的第 2个式子改写成

　　dn + λn ( xn+ 1 - xn ) = (λ+ dn )xn + un (xn -

xn - 1 ) ,

即 xn+ 1 - xn =
λ+ dn
λn xn +

un
λn ( xn - xn - 1 ) -

dn
λn .

( 5)

　　下面证明存在自然数 N及 ( 4)式所确定的 xn在

n≥ N是单调不减的 .取λ> c,由 ( 4)式的第 1个式子

得:

　　∑
∞

i= 1
cixi = λ+ c> 2c= ∑

∞

i= 1
2ci .

所以存在 i ,使 xi > 2,记 N inf{i , xi > 2}.下用归纳

法证明: 当 n≥ N时 ,xn单调不减 .

　　当 k = N时 ,由 ( 5)式: x N+ 1 - xN =
λ+ dN
λN

xN

+
uN

λN
(xN - x N - 1 ) -

dN

λN
=
λ
λN

xN +
uN

λN
(xN -

xN - 1 ) +
dN

λN (x N - 1) ,

由 N的取法有: xN - 1≤ 2 < xN ,所以 x N - xN - 1 > 0,

xN - 1> 0,故得 xN+ 1≥ xN ;

　　设当 N≤ k < n时已经成立 ,则由 ( 5)式显然有:

　　 xn+ 1 - xn =
λ
λn

xn +
un

λn
( xn - xn - 1 ) +

dn

λn
(xn -

1)≥ 0.

　　故 xn+ 1≥ xn ,对 n≥ N成立 .

　　 又因 { 1, x1 ,x 2 ,… } 的有界性等价于 { 1, xN ,

xN+ 1 ,… }的有界性 , 故下寻找 { 1,x N ,xN+ 1 ,… }的有

界性的等价条件 .为方便 ,记 xN - 1 x 0 = 1,x N > 2,

把 ( 5)重写成

　　 xn+ 1 - xn =
λ+ dn
λn

xn+
un
λn

( xn - xn- 1 ) -
dn
λn

,n≥

N , xN - 1 1,xN > 2, ( 6)

记　 f n =
λ+ dn
λn

, gn =
un
λn

,hn =
dn
λn

,an = f nxn - hn ,

n≥ 2. F( N )
n 由 ( 2)式定义 ,

　　 H
(N )
n  hn + gnhn- 1 + … + gngn- 1… gN+ 1hN +

gn gn- 1… gN ,

由 ( 6)式有

　　 xn+ 1 - xn = an + gn (xn - xn- 1 ) = an + gn (an- 1

+ gn- 1 (xn- 1 - xn- 2 ) ) = … = an + gnan - 1 +

gn gn- 1an- 2 + … + gngn- 1… gN+ 1aN + gn gn- 1… gN (xN

- xN - 1 ) = f nxn +

gn f n- 1xn - 1+ gngn - 1 f n- 2xn- 2+ … +

gn gn- 1… gN+ 1 fN x N + gn gn- 1… gN (xN - 1) - H
(N )
n ,

由 xn ,n≥ N单调不减及 H
(N )
n ≤ F

(N )
n 得:

　　 ( xN - 2) F
( N )
n ≤ F

(N )
n ( xN - 1) - H

(N )
n ≤ xn+ 1 -

xn≤ F
( N )
n xn - H

( N )
n ≤ F

( N )
n xn ,
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所以 　 (x N - 2)∑
n

k= N

F
( N )
k ≤ xn+ 1 - xN ,

xn+ 1

xn
- 1≤

F
( N )
n , ( 7)

又因为 xN - 2> 0,所以如 {xn }n≥N有界则

∑
∞

k= N

F
( N )
k < ∞ .由引理 ,此式等价于∑

∞

n= 1
F

( 1)
n < ∞ .

　　反之 ,如∑
∞

n= N

F
( N )
n < ∞ ,则由 ( 7)式得

　　∑
∞

n= N

xn+ 1

xn
- 1 ≤∑

∞

n= N

F
( N )
n < ∞ .

又因为
xn+ 1

xn
- 1与 ln

xn+ 1

xn
是等价无穷小量 ,所以

∑
∞

n= N

ln
xn+ 1

xn
<∞ .因此 ,它的部分和 Sn = lnxn+ 1 - lnxN

有界 ,等价于 { xn }有界 .

　　综上所述得: {xn }有界等价于

∑
∞

n= 1

F
( 1)
n = ∑

∞

n= 1

λ+ dn
λn

+
un
λn
λ+ dn - 1

λn - 1
+ …

　　+
unun- 1… u2

λnλn - 1…λ2

λ+ d1

λ1
<∞ .

等价于

R
- ∑

∞

n= 1
( ( 1+ dn ) /λn+ un /λn ( 1+ dn- 1 ) /λn- 1+ … +

unun - 1… u2 ( 1+ d1 ) / (λnλn- 1…λ1 ) ) < ∞ .

故 {xn }无界 ,即 Q零流出的充分必要条件是: R-= ∞ .

定理 1证毕 .
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y ( t ) =
y1 ( t )

y2 ( t )
= 1

2

　∫
t

-∞
e- T (t - s ) ( g (s,

1

2
y (s - f) ) - f (s ) ) ds

-∫
+ ∞

t
e- T (s- t) (g (s ,

1

2
y (s - f) ) - f (s ) ) ds

.

( 18)

　　最后 ,由 x ( t ) = 1

2
(y1 ( t ) + y2 ( 2) )就是方程

( 5)的唯一概周期解 .

　　例　考虑方程

　　 x
 - ( 4 - sin t - cos 2 t ) x +

( cos t+ cos 2 t )x ( t - f)
8( 1+ x

2 ( t - f) )
= f ( t ) . ( 19)

　　这里 , f ( t )是实连续概周期函数 ,|f ( t )|≤ b, t

∈ R ,a( t ) = 4 - sin t - cos 2 t是定正连续概周期

函数 ,易见

g ( t , x ( t - f) ) = (cos t + cos 2 t )x ( t - f)
8( 1+ x

2 ( t - f) )
满足条

件 ( 6) ,故由定理 1知方程 ( 19)存在唯一的概周期

解 .
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