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摘要　结合运用压缩映射原理 ,研究时滞 Duffing方程概周期解的存在唯一性 .
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Abstract　 By means of contraction mapping principle, the existence and uniqueness of almost

periodic solutions of delayed Duffing equations is investig ated.
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　　文献 [1, 2 ]分别研究了下述非线性 Duffing方程

　　 x - x - x
3 = f ( t ) , ( 1)

　　 x - x+ x
3 = f ( t ) ( 2)

概周期解的存在性 . 文献 [3 ]结合运用变分方法 .考

虑下述 Duffing方程

　　 x - a( t )x - Vx′( t , x ) = h ( t ) ( 3)

的概周期解 . 最近 ,文献 [4 ]把方程 ( 1)、 ( 2)推广到

更一般且含有时滞的情形 ,即考虑下述方程

　　 x - x± x
m ( t - r ) = f ( t ) , ( 4)

结合运用不动点原理 ,文献 [4 ]证明了方程 ( 4)在一

定条件下 ,存在唯一的概周期解 . 本文考虑下述时滞

Duffing方程

　　 x - a( t )x + g ( t , x ( t - f) ) = f ( t ) , ( 5)

结合运用压缩映射原理 ,研究方程 ( 5)概周期解的存

在唯一性 .

　　设 C = C ( [- f, 0] , R2 )表示全体连续映射 [-

f, 0]→ R
2构成的 Banach空间 ,其范数定义为通常的

上确界范数 . 记 CH = {h:h∈ C且 ‖h‖ < H , H∈

R
+
} . 在方程 ( 5)中 ,设 g ( t ,h)关于 t对 h∈ CH是

一致概周期的 ,其初始条件为 x ( t ) = h( t ) , t∈ [- f,

0]. 则我们有

　　定理 1　在方程 ( 5)中 ,设 a( t )为定正连续概周

期函数 , f ( t )为实连续概周期函数 ,记 sup
t∈ R
|f ( t )|=

b. g( t ,h)满足 Lipschitz条件 ,即存在定正概周期函数

L ( t ) ( 0 < L ( t ) <
a( t )
2 ) ,使得

　　|g ( t ,h) - g ( t ,j)|≤ L ( t )|h- j|, ( 6)

则方程 ( 5)存在唯一的概周期解 .

　　证明　作变换 x 1 = x ,x 2 = x ,则方程 ( 5)化为

下述等价系统

x 1

x
 
2
=

0　 1

a( t ) 0

x 1

x 2
+

　　　　　　 0

- g ( t , x1 ( t - f) ) + f ( t )
, ( 7)

令 P =
1

2

1 - 1

1 1　
,则 P是正交矩阵 ,且 P

- 1
=

1

2

1　 1

- 1 1
. 再作变换 y =

y1

y2
= P

x 1

x 2

,

于是
x1

x2
= P

- 1
y1

y2
=

1

2

y1 + y2

- y1 + y2
,代入 ( 7)

式得

1

2

y
 
1 + y

 
2

- y
 
1 + y

 
2

=
1

2

0　 1

a( t ) 0

y1+ y2

- y1+ y2
+

　　　　　　　　　 0

- g ( t ,
1

2
(y1 ( t - f) + y2 ( t - f) ) ) + f ( t )

,

( 8)

以下为书写简洁 ,记T= a( t ) , y ( t - f) = y1 ( t - f)+

y2 ( t - f) ,整理 ( 8)式得

y
 
1

y
 
2

=
1
2

- 1 - T 1 - T

- 1+ T 1+ T

y1

y2
+
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1

2

　 g ( t ,
1

2
y ( t - f) ) - f ( t )

- g ( t ,
1

2
y ( t - f) ) + f ( t )

, ( 9)

对 y ∈ R
2 , 定义它的范数为 ‖ y‖ = max{|y1|,

|y2|} . 下面用压缩映射原理来证明定理的结论 .

　　记 B= {h( t )|h( t ) =
h1 ( t )

h2 ( t )
∶R→ R

2
是实连续

概周期函数 }. 对任意的h∈ B ,其范数定义为 ‖ h‖

= sup{|h( t )|, t∈ R } ,则 B 在此范数下成为一个

Banach空间 .

　　首先注意到系统

y
 
1

y
 
2

= 1
2

- 1 - T 1 - T

- 1+ T 1+ T

y1

y2

的系数矩阵的特征值为λ1, 2 = ± T,从而对任意的

h=
h1

h2
∈ B ,下述线性非齐次概周期方程

y
 
1

y 2
= 1

2

- 1 - T 1 - T

- 1+ T 1+ T

y1

y2
+

1

2

　 g ( t , 1

2
h( t - f) ) - f ( t )

- g ( t ,
1

2
h( t - f) ) + f ( t )

( 10)

有唯一概周期解 yh( t ) ,它可以表示为

yh( t ) =
yh1 ( t )

yh
2
( t )

=

1

2

　∫
t

-∞
e
- T ( t- s )

(g ( s,
1

2
h(s - f) ) - f (s ) ) ds

-∫
+ ∞

t
e
- T (s- t )

( g ( s,
1

2
h(s - f) ) - f (s ) ) ds

,

( 11)

现在定义映射 T∶B→ B如下

　　 Th( t ) = yh( t ) , h∈ B , ( 12)

其中 yh( t )由 ( 11)式唯一确定 ,选取 B中的一个闭凸

子集如下 (暂时固定 t = t0使T= a( t0 ) ):

　　B0 = {h|h∈ B且 ‖h- h0‖ ≤ b

2T
} , ( 13)

其中　h0 ( t ) =
1

2

-∫
t

-∞
e
- T ( t- s )

f (s )ds

　∫
+ ∞

t
e
- T (s- t)

f (s ) ds

, ( 14)

则 ‖ h0‖ =

sup
t∈ R

max {
1

2∫
t

-∞
e- T ( t- s )|f (s )|ds ,

1

2∫
+ ∞

t
e
- T ( s- t)

|f (s )|ds}

≤ sup
t∈ R

max {
b

2∫
t

-∞
e
- T (t - s )

ds ,

b

2∫
+ ∞

t
e- T ( s- t) ds} =

b

2T
, ( 15)

又由 B0的定义 ,对任意的h∈ B0 ,就有

　　‖h‖ = ‖h- h0+ h0‖ ≤‖h- h0‖ + ‖h0‖

≤
b

2T
+

b

2T
=

2b

T
.

　　下证 T∶B0→ B0 ,事实上 ,对任意的h∈ B0 ,由 T

的定义以及 ( 11) , ( 12)和 ( 14)式得

Th( t ) - h0 ( t ) =

1

2

　∫
t

-∞
e- T (t - s )

g (s ,
1

2
h(s - f) ) ds

-∫
+ ∞

t
e- T (s- t)

g (s , 1

2
h(s - f) )ds

, ( 16)

利用 ( 6)式得

|g ( t ,
1

2
h( t - f) )|≤

1

2
L ( t ) (|h1 ( t - f)|+

|h2 ( t - f)|)≤ 2 L ( t )‖h‖ , ( 17)

由 ( 16)、 ( 17)式可得

‖ Th- h0‖ ≤ 1

2T
 2 L ( t )‖ h‖ ≤ 1

2T
 2

 
T
2
 

2 b

T
=

b

2T
.

　　因此 ,当h∈ B0时有 Th∈ B0 ,即 T∶B0→ B0 .

再证 T在 B0中是一个压缩映射 .对任意h,j∈ B0 ,由

( 11) , ( 12)式得

Th( t ) - Tj( t ) =
1

2

∫
t

-∞
e- T ( t- s ) (g (s , 1

2
h(s - f) ) -

　　　g (s ,
1

2
j(s - f) ) ) ds

-∫
+ ∞

t
e
- T ( s- t)

(g (s ,
1

2
h(s - f) ) -

　　　g (s ,
1

2
j(s - f) ) ) ds

,

再次利用 ( 6)式得

‖ Th- Tj‖ ≤
1

2T
 

T
2
 2‖ h- j‖ =

1
2‖ h- j‖ .

　　这说明 T是一个压缩映射 ,从而 T在 B0中有唯

一不动点 y∈ B0使 Ty = y ,由 ( 10) , ( 11)两式知这个

y = y ( t )即为 ( 8)的唯一概周期解 ,其表达式为
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所以 　 (x N - 2)∑
n

k= N

F
( N )
k ≤ xn+ 1 - xN ,

xn+ 1

xn
- 1≤

F
( N )
n , ( 7)

又因为 xN - 2> 0,所以如 {xn }n≥N有界则

∑
∞

k= N

F
( N )
k < ∞ .由引理 ,此式等价于∑

∞

n= 1
F

( 1)
n < ∞ .

　　反之 ,如∑
∞

n= N

F
( N )
n < ∞ ,则由 ( 7)式得

　　∑
∞

n= N

xn+ 1

xn
- 1 ≤∑

∞

n= N

F
( N )
n < ∞ .

又因为
xn+ 1

xn
- 1与 ln

xn+ 1

xn
是等价无穷小量 ,所以

∑
∞

n= N

ln
xn+ 1

xn
<∞ .因此 ,它的部分和 Sn = lnxn+ 1 - lnxN

有界 ,等价于 { xn }有界 .

　　综上所述得: {xn }有界等价于

∑
∞

n= 1

F
( 1)
n = ∑

∞

n= 1

λ+ dn
λn

+
un
λn
λ+ dn - 1

λn - 1
+ …

　　+
unun- 1… u2

λnλn - 1…λ2
λ+ d1

λ1
<∞ .

等价于

R
- ∑

∞

n= 1
( ( 1+ dn ) /λn+ un /λn ( 1+ dn- 1 ) /λn- 1+ … +

unun - 1… u2 ( 1+ d1 ) / (λnλn- 1…λ1 ) ) < ∞ .

故 {xn }无界 ,即 Q零流出的充分必要条件是: R-= ∞ .

定理 1证毕 .
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y ( t ) =
y1 ( t )

y2 ( t )
= 1

2

　∫
t

-∞
e- T (t - s ) ( g (s,

1

2
y (s - f) ) - f (s ) ) ds

-∫
+ ∞

t
e- T (s- t) (g (s ,

1

2
y (s - f) ) - f (s ) ) ds

.

( 18)

　　最后 ,由 x ( t ) = 1

2
(y1 ( t ) + y2 ( 2) )就是方程

( 5)的唯一概周期解 .

　　例　考虑方程

　　 x
 - ( 4 - sin t - cos 2 t ) x +

( cos t+ cos 2 t )x ( t - f)
8( 1+ x

2 ( t - f) )
= f ( t ) . ( 19)

　　这里 , f ( t )是实连续概周期函数 ,|f ( t )|≤ b, t

∈ R ,a( t ) = 4 - sin t - cos 2 t是定正连续概周期

函数 ,易见

g ( t , x ( t - f) ) = (cos t + cos 2 t )x ( t - f)
8( 1+ x

2 ( t - f) )
满足条

件 ( 6) ,故由定理 1知方程 ( 19)存在唯一的概周期

解 .
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