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摘要　给出 Poincare-Miranda定理的一个推广 ,给出满足该定理条件的集值映射的零点的单纯同伦算法和定理

的构造性证明 ,并证明此定理与 Kakutani不动点定理等价 .
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Abstract　 A generalization of Poincare-Miranda theorem is presented. A sim plicial hom topy method

is established to compute the zero point of mappings. A const ructive proof of the new theorem is

giv en. The new theo rem is proved to be equiv alent to the Kakutani fix ed theorem.
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　　介值定理是数学分析中著名定理 , Poincare
[1 ]
证

明了如下结果 (用 Browder
[1 ]的语言 ):

　　设 f 1 , f 2 ,… , f n为 n个变量的连续函数 ,其中变

量 xi在 ai与 - ai之间变动 , i = 1, 2,… ,n,ai > 0.设

当 xi = ai时 , f i (x )≥ 0,当 xi = - ai时 , f i (x )≤ 0,

则存在一组 x1 ,x 2 ,… , xn ,在该处所有的 f i都等于 0.

　　 Miranda证明该定理与 Brow er不动点定理等

价 ,因此上述定理被称为 Poincare-Miranda定理 ,最

近文献 [2 ]利用组合方法证明了上述定理 .

　　本文给出集值映射的 Poincare-Miranda定理 ,并

给出满足我们定理条件的集值映射的零点的单纯同

伦算法 ,从而给出定理的构造性证明 .

　　单纯同伦方法先对欧氏空间进行渐细单纯剖分 ,

由一个简单映射的已知的不动点通过片状线性同伦

得到所求映射的不动点 ,是求解非线性方程的有效方

法 ,也是求解集值映射方程的唯一有效方法 .

　　先介绍集值映射的一些基本定义 .

　　定义 1
[3 ]　设 X , Y为拓扑空间 ,映射 F∶X→ 2Y

称为集值映射 ,如果对任意的 x ∈ X , F( x )为 Y的非

空子集 .

　　显然 ,单值映射为集值映射的特殊情形 .

　　定义 2　设 X ,Y为拓扑空间 ,称集值映射 F∶X

→ 2
Y
在 x 0处上半连续 ,如果对 Y中任一包含 F (x 0 )

的开集 V ,存在 X中的包含 x 0的开集 U ,使得任一 x

∈ U ,有 F (U) V.

　　称 F在 X上上半连续 ,如果 F在 X的每一点处

上半连续 .显然 ,若 f为连续的单值映射 ,则 f作为集

值映射上半连续 .

　　本文记 P ( A )为 A的非空紧凸子集族 . 设 A 

R
n ,coA , A- , A, intA分别表示 A的凸包、闭包、边界与

内部 .

　　 A～ B = { x∶ x∈ A ,x B } , A - B = {x - y:

x∈ A ,y ∈ B }.

　　本文用到的 J 3剖分 ,完备单纯形以及完备单纯

形的转轴运算都与文献 [4～ 6 ]一致 .

　　我们有下面的定理:

　　 定理 1　设 C = [- a1 ,a1 ]× [- a2 ,a2 ]… ×

[- an ,an ] ,为 R
n中方体 , f∶C→ P ( Rn )上半连续 ,且

当 xi = ai时 , f i ( x ) [0, + ∞ ) ,xi = - ai时 , f i (x )

 ( - ∞ , 0] , i = 1, 2,… ,n,则存在 x
0
∈ C ,使得 0∈

f (x 0 ) .

　　若定理 1中 f 为单值映射 ,则我们的定理与

Poinca re-Miranda定理一致 .

　　 若 0∈ f (x 0 ) ,称 x
0为 f的零点 ,若 x

0∈ f ( x0 ) ,

称 x
0
为 f 的不动点 .

　　下面给出计算 f的零点的单纯同伦算法 ,从而给

出定理 1的构造性证明 .

　　引理　设 f ,C同定理 1中的假设 ,则 F∶R
n
→

P (Rn )上半连续 ,且 F与 f有相同的零点集 ,其中 F满
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足:

　　F (x ) =

f ( x ) ,　　　　　　 x ∈ intC ,

co( f (x )∪ {x } ) ,　 x ∈  C ,

{x } ,　　　　　 　 x ∈ R
n
～ C.

　　证明　F的上半连续性由 [5]中第六章定理 3. 2

可得 . 下证 f 与 F有相同的零点集 .

　　 1)设 x
0为 F的零点 .

　　若 x
0
∈ intC ,则 x

0
为 f 的零点 .

　　若 x
0∈  C ,则存在 i∈ { 1, 2,… ,n} ,使得 x

0
i =

ai ,或 x
0
i = - ai .

　　若 x
0
i = ai ,此时 x

0∈ co ( f (x 0 )∪ {x 0} ) ,从而存

在λ∈ [0, 1] ,使得

　　 0∈ λf ( x
0
) + ( 1 - λ) {x

0
} ,

　　因而 ( 1- λ)x 0∈ - λf (x 0 ) ,而此时 f i (x 0 ) [0,

+ ∞ ) ,故 - λf i (x 0 ) ( - ∞ , 0] ,而 ( 1 - λ)x 0
i = ( 1

- λ)ai≥ 0,因此 ( 1 - λ) x0
i = 0,从而λ= 1,即

　　 0∈ f (x
0
) .

x
0
i = - ai时 ,同上可证 0∈ f (x

0
) ,即 x

0
为 f的零点 .

　　 2)若 x
0
为 f的零点 ,显然 x

0
为 F的零点 .

　　利用引理 1我们将计算 f 的零点转化成计算 F

的零点 ,而 F为 n维欧氏空间的上半连续自映射 ,定

义 G∶R
n→ P (Rn ) .使得对任一 x∈ R

n都有 G(x ) =

x - F( x ) ,则有

G(x ) =

{x } - f (x ) ,　　　　　　 x ∈ intC ,

co( ( {x } - f ( x ) )∪ { 0} ) , x ∈  C ,

{ 0} ,　　　　　　　　　　 x ∈ R
n ～ C .

　　显然 G∶ R
n
→ P ( R

n
)上半连续 ,因此我们可利用

单纯同伦方法中的一种向量标号算法来计算 G的不

动点 . 下面给出利用 J 3剖分和 Eaves-Saigal向量标

号单纯同伦算法 [4, 5 ]来计算 G的不动点 .

　　算法　先对 ( 0, 1 ]× R
n
作 J3剖分 .设 y = ( t ,

x )为 ( 0, 1]× R
n的 J 3剖分的一个顶点 .

　　若 t = 1,则令O( y ) = 0.

　　若 t < 1,则取定 G(x )中任意一点作为O(y ) ,即

当 x∈ intC时 ,取 { x } - f (x )中一点作为O( y ) ,当 x

 intC时 ,则令O(y ) = 0.

　　在剖分的每个单纯形上按重点坐标将顶点上已

赋值的 O作仿射扩张 ,得到单值的分片线性映射:

O∶ ( 0, 1)× R
n→ R

n . 最后按

　　j( t ,x ) = x - O( t ,x )

定义的j∶ ( 0, 1]× R
n
→ R

n
为向量标号映射 .

　　在 { 1}× R
n ,j( 1,x ) = x ,由完备单形的定义可

知存在唯一的完备单形 e1 = j 3 ( y ,d,a )是 J 3中唯一

有一个完备界面在 { 1}× R
n
上的完备单形 ,这里 y =

(
1
2 ,

1
2 ,… ,

1
2 ) ,d= ( 0,n,… , 1) ,a = ( - 1, - 1,… ,

- 1) .

　　 由完备单纯形的转轴运算规则可得到一个由完

备单纯形构成的无穷序列e1 ,e2 ,… ,en ,… 记 y
+ (k )

为ek的顶点 ,且不为ek- 1的顶点 ,这样我们可得到一

个由完备界面的顶点构成的无穷序列 { y+ (n) }.

　　 下面我们先证明所有的完备界面在一个有界区

域内 .

　　 设f为 ( 0, 1 ]× R
n
内任一完备界面 ,设f的顶点

为 y
1
, y

2
,… , y

n
,其中 y

i
= ( ti , x

i
) , ti∈ ( 0, 1] ,x

i
∈ R

n
.

　　 因 C为 R
n的紧致子集 ,G为取紧凸值的上半连

续映射 ,故 G(C )为 R
n的紧致子集 ,由 G的定义可知

G(C )∪ { 0} = G(Rn ) ,因此 G(Rn )为 R
n的紧致子集 ,

故存在一个紧凸集 B ,使得 G(C ) B ,且 0∈ B .

　　若 f-∩ ( ( 0, 1 ]× B ) = ○ ,因

　　j( yi ) = x
i - O( yi ) .

故对于满足

　　∑
n

i= 1
λi = 1,λi≥ 0, i = 1, 2,… ,n

的λi都有∑
n

i= 1

λij(yi ) = ∑
n

i= 1

λixi - ∑
n

i= 1

λiO( yi ) .

　　 y
i
= ( t

i
, x

i
) ,若 t

i
= 1,则O(y

i
) = 0,若 0 < t

i
<

1,当 x ∈ intC时 O( y
i
)∈ G(x

i
) ,当 x  intC时 ,有

O( yi ) = 0,因此 O( yi ) ∈ G(C ) ∪ { 0} B ,从而有

∑
n

i= 1
λiO( y

i
)∈ B. 又因f-∩ ( ( 0, 1 ]× B ) = ○ ,且f-为

凸集 ,从而∑
n

i= 1

λixi  B. 故j( yi ) ( i = 1, 2,… ,n)的任

意凸组合都不可能为零 .这与f是完备界面矛盾 .因

此f-∩ ( ( 0, 1]× B
-)≠○ ,由 B的有界性可知所有完

备界面都在 ( 0, 1]× R
n的一个有界区域内 .

　　由上可知序列 {y+ (n) }有界 ,又因 y
+ (n) = ( t+

(n ) , x+ (n) ) ,因此序列 {x+ (n) }有界 ,从而序列 {x+

(n ) }必有一子序列收敛到某一点 ,设为 x0 ,由文献

[5]p. 202定理 5. 2可知 x0为 G的不动点 ,从而 x 0为

F的零点 ,由引理可知 x 0为 f 的零点 . 显然 x 0∈ C ,

这样我们就可算出 f的一个零点 x 0 ,也完成了定理的

构造性证明 .

　　下面给出计算满足定理条件的集值映射 f 的零

点的算法 ,设计算精度为X,算法的具体运算步骤如

下:

　　 步骤 0　 记e( 1)在 { 1}× R
n中的全标界面为

f( 1) ,e( 1)与 f( 1)相对的顶点为 y
+ ( 1) = ( 1

2
, 1

2
,

1
2

,… , 1
2

) ,置 k: = 1.

　　步骤 1　计算j( y+ (k ) ) ,按照字典式取主转移
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方法和 J3剖分的转轴运算规则表
[5 ]

,得到新的完备

单形e(k+ 1) = j 3 (z ,d,b) ,记e(k+ 1)的不是e(k )

顶点的顶点为 y
+ (k+ 1) = ( t+ (k + 1) , x+ (k+

1) ) ,若 0与 f (x (k+ 1) )距离足够小 ,则计算终止 ,否

则置 k: = k+ 1,回到步 1.

　　下面定理为著名的 Kakutani不动点定理 ,此定

理在数理经济学中有非常重要的应用 .

　　定理 2　设 B为欧氏空间 R
n的 n维紧凸集 ,

F∶B→ P(B )上半连续 ,则 F必有不动点 .

　　下面证明定理 1与定理 2等价 .

　　证明　定理 1 定理 2

　　 设 B 为欧氏空间 R
n的 n维紧凸集 , F∶B→

P (B )为 B的上半连续集值映射 ,因 B紧 ,F∶B→

P (B )上半连续 ,从而 F (B )紧 ,故存在一个方体 C ,使

得 F (B )∪ B C ,定义 G∶C→ P (C )使得 x∈ B时 ,

G(x ) = F (x ) ,x∈ C～ B时 ,原点 O与 x的连线与 B

必有唯一的交点 y ,令 G( x ) = F( y ) ,由 G的定义可知

G(B ) = F (B ) B且 G∶C→ P (C )上半连续 ,令

f∶C→ P (Rn ) ,使得 f ( x ) = {x } - G( x ) ,显然 f满

足定理 1的条件 ,则由定理 1可知 f在 C中存在零点 ,

不妨设 0∈ f (x 0 ) ,则 x
0∈ G( x0 ) B ,而当 x

0∈ B

时 , G( x0 ) = F (x 0 ) ,因此 x
0∈ F (x 0 ) ,即 F在 B上有

不动点 .

　　定理 2 定理 1

　　设 f ,C同定理 1,定义 F∶C→ P (Rn ) ,使得 F (x )

= x - f (x ) ,则 F∶C→ P (Rn )上半连续 ,因 C紧 ,故

存在紧凸集 B ,满足 F (C ) ∪ C B ,定义 G∶B→

P (B )如下

　　 G( x ) =

F (x ) ,　　　　　　 x∈ intC ,

co( F( x )∪ { 0} ) ,　 x ∈  C ,

{ 0} ,　　　 　　　 x ∈ B ～ C.

由定理 2可知 G∶B→ P (B )有不动点 x
0
,显然 x

0
∈

C.

　　若 x
0∈  C ,则 x

0∈ co( F (x 0 )∪ { 0} ) ,从而存在

λ∈ [0, 1] ,满足 x
0
∈ λF (x

0
) ,即 x

0
∈ λ( {x

0
} -

f (x
0
) ) ,设 x

0
i0 = ai 0 ,因 f i0 (x

0
) [0, + ∞ ) ,故λ= 1,

且 0∈ f (x
0
) . 同理可证 x

0
i0 = ai0时 , 0∈ f ( x

0
) .

　　 若 x
0
∈ intC ,则 x

0
∈ F( x

0
) ,即 x

0
∈ {x

0
} -

f (x
0
) ,因此 0∈ f (x

0
) .

　　由上可知 f 在 C中有零点 ,从而定理 2成立 .
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检验定理 2的条件得到满足 ,从而可知 ( 11)存在平稳

振荡 .

4　结束语

　　由于广义系统有着许多实际背景 ,因而一直成为

人们研究的热点 .广义系统的基本理论至今尚未完全

建立起来 ,作为广义系统理的重要分支广义系统的周

期解理论必将成为人们研究的又一课题 ,本文就导数

向量的系数阵为定常奇异阵的情形进行讨论 ,系统阵

为时变广义线性系统的周期解存在性较为复杂 ,有待

进一步的研究 .
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