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摘要　利用大系统分解法 ,对时变广义线性系统进行研究 ,给出周期解存在、唯一稳定的充分条件和实例 .
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Abstract　 The generali zed time-variable linear system is studied by decomposi tion method. The
suf ficient conditions fo r the unique existence of periodic solution are obtained. A example is giv en to

explain the theo rem.
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　　正如平面定性理论中极限环的研究一样 ,空间周

期解的研究是高维系统定性理论研究的重要方向 ,空

间周期解理论联系实际 ,在物理学、化学、生物学、气

象学、经济学 ,人口学以及社会科学的其它分支应用

十分广泛 .此外 ,希尔伯特第十六问题的没完全解决

也使周期解理论的研究有较重要的理论意义 ,国内外

对正常系统的周期解的研究已得到不少成果 [1～ 5 ] ,其

主要的方法大多采用极限集方法、拓朴方法、泛函分

析法以及比较法 ,但对于时变广义系统的周期解的研

究 ,一方面由于广义系统已不是传统的数学模型 ,解

的存在唯一性尚未完全解决 .另一方面由于它不再存

在类似于正常系统的基解矩阵 ,因而用上述传统的研

究方法来处理时变广义系统时会有困难 .目前 ,关于

广义系统的周期解的研究还属初创阶段 ,对定常广义

系统已得到了一些结果
[6, 7 ]

,但对于时变广义系统的

周期解的研究尚不多见 .本文利用大系统分解法对时

变广义系统的周期存在性进行研究 ,得到了一些有意

义的结果 .

1　主要结果

　　考虑如下的时变广义系统:

　　 Ex
 = A ( t )x + f ( t ) , ( 1)

其中 E∈ R
n× n

, rankE = r < n为常数矩阵 , A( t )∈

R
n×n为连续可微的矩阵函数 , f ( t )∈ R

n× 1为连续可

微的向量函数 .

　　定义　如果存在可逆的常量阵 P, Q使得

　　 PEQ=
I1 0

0 0
, ( 2)

　　|PEQ- PEQPAQ+ PAQ|≠ 0, t∈ ( 0, + ∞ ) ,

( 3)

I1为 r× r阶单位阵 ,则称矩阵对 ( E , A( t ) )是强正则

的 .

　　定理 1　对于广义系统 ( 1) ,若 ( E, A ( t ) )是强正

则的 , A( t+ k) = A( t ) , f ( t+ k) = f ( t ) ,系统 ( 1)有

一有界解 ,则广义系统 ( 1)存在周期为k的周期解 .

　　证明　由于矩阵对 (E , A ( t ) )是强正则的 ,故存

在可逆阵 P, Q, 使 ( 2) , ( 3) 成立 , 记 PA( t )Q =

A11 ( t ) A12 ( t )

A21 ( t ) A22 ( t )
,由 ( 3)可知 A22 ( t ) 是可逆的 ,令

y ( t ) = Q
- 1
x ( t ) ,则 ( 1)等价于

　　 y
 ( t ) = A11 ( t ) y1 ( t ) + A12 ( t ) y2 ( t ) + f 1 ( t ) , ( 4)

　　 0 = A21 ( t )y1 ( t ) + A22 ( t ) y2 ( t ) + f 2 ( t ) , ( 5)

其中
f 1 ( t )

f 2 ( t )
= Pf ( t ) , y ( t ) =

y1 ( t )

y2 ( t )
,

由 ( 5)有

　　 y2 ( t ) = - A
- 1
22 ( t ) A21 ( t ) y1 ( t ) - A

- 1
22 ( t ) f 2 ( t ) ,

( 6)

把 ( 6)代入 ( 4)可得

　　 y
 
1 ( t ) = A

-
11 ( t ) + f

-
1 ( t ) , ( 7)
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其中 A
-
11 ( t ) = A11 ( t ) - A12 ( t ) A

- 1
22 ( t ) A21 ( t ) , f-1 ( t ) =

f 1 ( t ) - A12 ( t ) A
- 1
2 2 ( t ) f 2 ( t ) .

　　显然有 A
-
11 ( t+ k) = A

-
11 ( t ) , f-1 ( t+ k) = f

-
1 ( t ) ,

由系统 ( 1)有一有界解可知 ( 7)有一有界解 ,由 [1]知

( 7)存在k-周期解h1 ( t ) ,再由 ( 6)可知 ( 5)有一k-周

期解h2 ( t ) = - A
- 1
22 ( t ) A21 ( t )h1 ( t ) - A

- 1
22 ( t ) f 2 ( t ) ,因

此 x ( t ) = Q
h1

h2
是系统 ( 1)的k-周期解 .

　　定理 2　 设 (E , A ( t ) )是强正则的 , A( t + k) =

A( t ) , f ( t + k) = f ( t ) ,若存在常量正定阵 V及时变

矩阵 W ( t ) , (λi (W )≤- k < 0, i = 1, 2,… ,n)使得

E
T
VA ( t )+ A

T ( t ) VE= E
T
W ( t )E ,则广义系统 ( 1)存

在唯一稳定的 k-周期解 .

　　证明　 首先证明周期解的存在性 ,由定理 1只

要证明 ( 1)存在有界解即可 .因为 f ( t )是连续函数且

是周期函数 ,故存在常量 F使得 ‖ f ( t )‖ ≤ F.取广

义系统 ( 1)的广义 Liapunov函数:

　　 v ( Ex ) = (Ex )
T
V ( Ex ) ,

则 v ( Ex )|( 1) = ( Ex ) TV ( Ex ) + (Ex ) TV ( Ex ) =

x
T ( t ) ( AT ( t )VE+ E

T
VA( t ) )x ( t ) +

2( Ex ( t ) ) TV f ( t ) = (Ex ( t ) ) TW ( t ) ( Ex ( t ) ) +

2( Ex ( t ) ) TV f ( t )≤ - k‖ Ex ( t )‖ 2 +

2‖ Ex ( t )‖λmax (V )‖ f ( t )‖ ≤ - k‖ Ex ( t )‖ 2 +

2Fλmax (V )‖ Ex ( t )‖ ,

注意到不等式: 当 a > 0,b≥ 0时对所有 z∈ [0, +

∞ )有 - az
2
+ bz≤ -

a
2
z
2
+

b
2

2a
从而有 v

 |( 1) ≤

-
k
2
‖ Ex‖ 2 +

2F2λ2max (V )
k

,考虑区域:

K= x ( t )|‖ Ex ( t )‖ 2 <
8
k
2 F

2λ2max (V ) ,

在这个区域的补域

Kc = x ( t )|‖ Ex ( t )‖ 2≥
8
k
2 F

2λ2max (V ) 和 J = [0,

+ ∞ )所确定的乘积空间K
c
× J = [0, + ∞ )上存

在关于 Ex ( t )的正定函数 v ( Ex ) = ( Ex ) TV (Ex )使

得 v
 |( 1) ≤-

k
4
‖ Ex‖ 2 ,所以对于广义系统 ( 1)的解

x ( t ) , Ex ( t )是一致最终有界的 .下面证明 x ( t )亦是

一致最终有界的 .由 ( E, A ( t ) )是强正则的 ,易知存在

可逆阵使 ( 2) , ( 3)成立 ,则 ( 1)等价于 ( 4)和 ( 5) ,由

Ex ( t )是一致最终有界的 ,可得 y1 ( t )是一致最终有

界的 ,再由 ( 6)知 y2 ( t )亦是一致最终有界的 ,所以

x ( t ) = Qy ( t )是一致最终有界的 ,由定理 1可得广义

系统存在k-周期解h( t ) .下证 ( 1)的k-周期解h( t )是

唯一的 .事实上 ,若 ( 1)还存在另一k-周期解H( t ) .则

h ( t ) = h( t ) - O( t )为 ( 1)的齐次系统

　　 Ex
 = A ( t ) x ( t ) ( 8)

的非平凡周期解 ,所以

　　 lim
t→∞

h ( t )≠ 0, ( 9)

另一方面 , 由上面的证明可知 , 取 ( 8) 的广义

Liapunov函数 v (Ex ) = ( Ex ) TV ( Ex )则

v
 |( 8)≤ - k‖ Ex‖ 2≤ -

k
λmax ( V )

v ( Ex ( t ) )

因为 -
k

λmax (V ) < 0所以 lim
t→∞

v ( Ex ( t ) ) = 0因为

v (Ex ( t ) )关于 Ex ( t )是正定的 ,从而有 lim
t→∞

Ex ( t ) =

0, 此外对于 ( 8) 作变换 x ( t ) = Qz ( t ) , z ( t ) =

z 1 ( t )

z 2 ( t )
,则 ( 8)等价于如下系统

　　 z
 
1 ( t ) = A11 ( t )z 1 ( t ) + A12 ( t )z 2 ( t ) , ( 10)

　　 0 = A21 ( t )z1 ( t ) + A22 ( t )z2 ( t ) , ( 11)

由 lim
t→∞

Ex ( t ) = 0可知 lim
t→∞

z 1 ( t ) = 0,此外由 ( 11)得

z 2 ( t ) = - A
- 1
22 ( t ) A21 ( t )z 1 ( t )所以 lim

t→∞
z 2 ( t ) = 0,因此

对 ( 8)的解 x ( t )均有 lim
t→∞

x ( t ) = 0,这与 ( 9)矛盾 .故广

义系统 ( 1)存在唯一的k-周期解h( t ) ,从上述证明易

知广义系统 ( 1)的任一解 ,当 t→∞时均趋于h( t ) ,即

广义系统 ( 1)存在平稳振荡 .

2　实例

　　考虑如下的时变广义系统

　　
1 0 0

0 0 0

0 0 1

x
 
1

x
 
2

x
 
3

=

3 - cos
2
t 4 - 2sin t 0　　 　

3 - cos2 t 2 - sin t 0　 　　
0　 　　 0　 　　 3 - 2sin2 t

x1

x2

x3

+

f 1 ( t )

f 2 ( t )

f 3 ( t )

, ( 12)

其中 f i ( t + 2c) = f i ( t ) , i = 1, 2, 3,取 P = Q =

1 0 0

0 0 1

0 1 0

,易知 ( E, A ( t ) )强正则

　　取 V =

1
2
　 - 1 0

- 1 5
2
　 0

0　 0　
1
2

,

W ( t ) =

3 - cos2 t 0　 　　 0　 　　
0　　　 5 - 3sin t 0　 　　

0　　　 0　　　 3 - 2sin
2
t

,容易
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方法和 J3剖分的转轴运算规则表
[5 ]
,得到新的完备

单形e(k+ 1) = j 3 (z ,d,b) ,记e(k+ 1)的不是e(k )

顶点的顶点为 y
+ (k+ 1) = ( t+ (k + 1) , x+ (k+

1) ) ,若 0与 f (x (k+ 1) )距离足够小 ,则计算终止 ,否

则置 k: = k+ 1,回到步 1.

　　下面定理为著名的 Kakutani不动点定理 ,此定

理在数理经济学中有非常重要的应用 .

　　定理 2　设 B为欧氏空间 R
n的 n维紧凸集 ,

F∶B→ P(B )上半连续 ,则 F必有不动点 .

　　下面证明定理 1与定理 2等价 .

　　证明　定理 1 定理 2

　　 设 B 为欧氏空间 R
n的 n维紧凸集 , F∶B→

P (B )为 B的上半连续集值映射 ,因 B紧 ,F∶B→

P (B )上半连续 ,从而 F (B )紧 ,故存在一个方体 C ,使

得 F (B )∪ B C ,定义 G∶C→ P (C )使得 x∈ B时 ,

G(x ) = F (x ) ,x∈ C～ B时 ,原点 O与 x的连线与 B

必有唯一的交点 y ,令 G( x ) = F( y ) ,由 G的定义可知

G(B ) = F (B ) B且 G∶C→ P (C )上半连续 ,令

f∶C→ P (Rn ) ,使得 f ( x ) = {x } - G( x ) ,显然 f满

足定理 1的条件 ,则由定理 1可知 f在 C中存在零点 ,

不妨设 0∈ f (x 0 ) ,则 x
0∈ G( x0 ) B ,而当 x

0∈ B

时 , G( x0 ) = F (x 0 ) ,因此 x
0∈ F (x 0 ) ,即 F在 B上有

不动点 .

　　定理 2 定理 1

　　设 f ,C同定理 1,定义 F∶C→ P (Rn ) ,使得 F (x )

= x - f (x ) ,则 F∶C→ P (Rn )上半连续 ,因 C紧 ,故

存在紧凸集 B ,满足 F (C ) ∪ C B ,定义 G∶B→

P (B )如下

　　 G( x ) =

F (x ) ,　　　　　　 x∈ intC ,

co( F( x )∪ { 0} ) ,　 x ∈  C ,

{ 0} ,　　　 　　　 x ∈ B ～ C.

由定理 2可知 G∶B→ P (B )有不动点 x
0
,显然 x

0
∈

C.

　　若 x
0∈  C ,则 x

0∈ co( F (x 0 )∪ { 0} ) ,从而存在

λ∈ [0, 1] ,满足 x
0
∈ λF (x

0
) ,即 x

0
∈ λ( {x

0
} -

f (x
0
) ) ,设 x

0
i0 = ai 0 ,因 f i0 (x

0
) [0, + ∞ ) ,故λ= 1,

且 0∈ f (x
0
) . 同理可证 x

0
i0 = ai0时 , 0∈ f ( x

0
) .

　　 若 x
0
∈ intC ,则 x

0
∈ F( x

0
) ,即 x

0
∈ {x

0
} -

f (x
0
) ,因此 0∈ f (x

0
) .

　　由上可知 f 在 C中有零点 ,从而定理 2成立 .
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检验定理 2的条件得到满足 ,从而可知 ( 11)存在平稳

振荡 .

4　结束语

　　由于广义系统有着许多实际背景 ,因而一直成为

人们研究的热点 .广义系统的基本理论至今尚未完全

建立起来 ,作为广义系统理的重要分支广义系统的周

期解理论必将成为人们研究的又一课题 ,本文就导数

向量的系数阵为定常奇异阵的情形进行讨论 ,系统阵

为时变广义线性系统的周期解存在性较为复杂 ,有待

进一步的研究 .
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