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Banach空间若干光滑性及其相互关系*

Some Smooth Properties of Banach Spaces

and Their Relations
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摘要　证明 Banach空间 X一致极光滑的充分必要条件为 X强光滑且自反 , 因而有关文献中引入的一致极光滑

是介于一致光滑与强光滑之间的一种光滑性 .给出有关文献中相关概念与接近光滑性等概念之间的联系 .
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Abstract　 It is prov ed that Banach space X is unifo rm ly ex tremely smooth if and only if X is strong

smooth and reflectiv e. The uniformly ex t remely smooth property, which is int roduced in relev ant

reference, is one of smooth properties between uniformly smooth property and strong smooth prop-

erty. Some local nearly uniformly smooth properties and results related with ex t remely smoo th prop-

erty and other properties are put forw ard.
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　　在 Banach空间几何理论中 , 一致光滑性和光滑

性及其相关性质起着重要作用 ,且经常被应用到泛函

分析的各个分支、 算子理论及随机控制理论中 .与之

相关的概念也在许多泛函分析的书中被广泛的讨论 .

近几年来 , 接近光滑性的研究又有了进一步的发展 .

Huff在文献 [1]中、 Goebel& Sekowski在文献 [2 ]

中做了使接近凸性一般化的工作 .在此基础上 ,

Sekow ski& Stachura在文献 [3]中提出了接近一致

光滑的概念以及相关概念 .本文发现接近一致光滑性

及相关性质与文献 [4 ]中介绍的光滑性有着内在的

联系 , 并在一定条件下等价 .同时对各种光滑性之间

的关系做了进一步讨论 .

　　本文中设 X是 Banach空间 , X
* 是 X的共轭空

间 , X
* * 是 X的二次共轭空间 . S = {x ∈ X; x =

1} ,B = { x ∈ X; x ≤ 1} .

1　基本定义

　　定义 1
[4 ]　在 Banach空间 X中 , 设 { x*k } , {y*k }

 S
*
,如果对于某个 x

* *
∈ S

* *
,当 x

* *
(x

*
k )→ 1,

x
* * ( y*k )→ 1, x* * ( y*k )→ 1时 ,若有 x

*
k - y

*
k → 0,

则称 X为一致极光滑的 ;若有 x
*
k - y

*
k

w
0,则称 X

为很极光滑的 ;若有 x
*
k - y

*
k

w*

0,则称 X为极光滑

的 .

　　定义 2
[4 ]
　在 Banach空间 X中 , 设 { x

*
k } , {y

*
k }

 S
* ,如果对于某个 x ∈ S, x*k ( x ) → 1,y*k → 1时 ,

若有 x
*
k - y

*
k → 0,则称 X为强光滑的 ;若有 x

*
k - y

*
k

w
0,则称 X为很光滑的 ;若有 x

*
k - y

*
k

w*

0,则称

X为光滑的 .

　　定义 3
[ 5]　X称为局部接近一致光滑 ( LN US):

如果对于任意的 x ∈ S下式成立: lim
X→ 0
T( f * (x ,X) ) =

0(其中 , f * (x ,X) = { f ∈ B
* ; f ( x )≥ 1 - X} ,T表示

非紧性测度 . )
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　　定义 4
[5 ]
　 X称为接近很光滑性 ( NV S): 如果

对于任意的 x∈ S, { x*k } S
* ,若 x

*
k (x )→ 1,则序列

{x*k }相对弱列紧 .

　　定义 5
[5 ]
　 X称为具有 H

*
性质:如果对于 X

*
中

任意 w
* 收敛序列 {x*k } ,若 x

*
k

w*

x
*
0 ,且  x*k  →

 x*0 ,则有 x
*
k → x

*
0 .

　　注: 本文采取的符号意义与文献 [4]同 , f x 表示

点 x处的支撑映射 .

2　一致极光滑性的一个充分必要条件

　　引理 1　 若 X很极光滑 ,则 X是很光滑 .

　　证明　由定义 1和定义 2,我们可以直接得到证

明 ,在此略 .

　　定理 1　 X
*
很极光滑当且仅当 X

*
很光滑 .

　　证明　首先说明若 X* 很光滑 ,则 X* 自反且光

滑 (事实上: 对于任意的 x
* ∈ S

* ,则存在 x
* * ∈

S
* * ,使得 x

* * (x* ) = 1,取 y
* *
k = x

* * (对任意的

k ) ,则 y
* *
k (x* )→ 1,另外 ,对此 x

* * , 由 Goldstine-

Weston稠密性定理知 , 存在 { xn } S ,使得 x
 
n

w*

x
* * ,故对上述的 x

* ,有 x
 
n ( x* )→ x

* * (x* ) = 1,因

X* 很光滑 ,故 x
 
n

w
x
* * ,再由 Mazur定理: J X (X)

在 X
* *
中是 w闭的 . 从而存在 x ∈ S,使得 , x

 
=

x
* *

,即 x
*
( x ) = 1,由 James定理知 , X自反 , 则有

X
*
自反 . X

*
光滑是显然的 ) .故 X

* * *
光滑 , 从而 X

*

很极光滑 [4 ] , 结合引理 1, 即知定理 1成立 .

　　推论 1　 X*很极光滑 , 则 X自反 .

　　定理 2　若 X
*
弱序列完备 ,且 X很极光滑 ,则 X

自反 .

　　证明　事实上易知只需证明 X
*自反 .

　　设 x
* *

∈ S (X
* *

) , {xn } S
*
,使得 ,x

* *
(x

*
n )

→ x
* *
 = 1,则 {x

*
n }是 X

*
中的弱 Cauchy列 ,若不

然 ,则有 x
* *
0 ∈ S

* *
,及X0 > 0,使得无论对于多大的

n ,都可以找到 pn > n,|x
* *
0 (x

*
n ) - x

* *
0 ( x

*
p
n
)|> X0 ,

特别的 ,令 n = 1, 2, 3,… ,则我们得到 {x*n }的子序列

{x*p
n
} ,显然 x

* * ( x*p
n
)→ 1,依很极光滑的定义 ,有 x

*
n

- x
*
p
n

w
0,这就与 x

*
p
n
的选择相悖了 .因 X* 弱序列

完备 ,故有 x
*
0 ∈ X

* , ( x*0 ≤ 1) ,使得 x
*
n

w
x
*
0 ,

进而 lim
n→∞

x
* * (x*n ) = x

* * (x*0 ) = 0,由 James定理知

X
*
自反 , 故 X自反 .

　　推论 2　 X光滑且自反 , 当且仅当 X很极光滑且

X
*
弱序列完备 .

　　定理 3　 X一致极光滑 , 当且仅当 X强光滑且自

反 .

　　证明　必要性　先证 X*自反 (进而 X自反 ) .

　　 设 x
* *

∈ S( X
* *

) , {xn } S
*
,使得 ,x

* *
( x

*
n )

→  x
* *
 = 1,仿定理 2的证明知: {x

*
n }是 X

*
中的

Cauchy列 ,设 x
*
n → x

*
0 ,显然 x

* *
(x

*
0 ) = 1,故 X

*
自

反 .注意 X强光滑的充要条件为:对每个 x∈ S关于

y∈ S一致地有 lim
t→ 0+

 x + ty - 1 - t f x (y )
t

= 0.若

X不是强光滑的 ,则有 x0∈ S, {yn } S, tn→ 0+ 使得:

lim
n→∞

 x + tnyn - 1 - tn f x ( yn )
tn

= c≠ 0. 由文献 [6]

中的 ( 1)式 ,
f x+ t

n
y
n
(yn )

 x + tn yn 
≥
 x+ tn yn - 1

tn
≥ f x (yn ) ,

故 c > 0. 另一方面:

f t+ t
n
y
n
(x )

 x + tn yn 
=

f x+ t
n
y
n
(x + tn yn ) - tn f x+ t

n
y
n
( yn )

 x + tn yn 
=

 x + tn yn 
2
- tn f x+ t

n
y
n
(yn )

 x + tn yn 
→ 1 = f x (x )将 x 视为

x
* *

,依一致光滑性的定义 ,有:

f n→ f x , ( f n ( x ) =
f x+ t

n
y
n (x )

 x + tn yn 
)

即: c= lim
n→∞

 x + tn yn - 1 - tn f x ( yn )

tn
≤

lim
n→∞

( f n ( yn ) - f x ( yn ) )≤ lim
n→∞
 f n - f x = 0矛盾 .说

明 X强光滑 .

充分性　注意 X自反及文献 [4] ,我们只需证对

于每个 x ∈ S关于 y∈ S一致地有

lim
t→ 0+

 x + ty +  x - ty - 2
t

= 0 ( 1)

因 0≤ lim
t→ 0+

 x + ty +  x - ty - 2
t

≤

　　　 lim
t→ 0+

 x + ty +  x - ty - 2
t

≤

　　　 lim
t→ 0+

 x + ty - 1 - t f x ( y )
t

+

　　　 lim
t→ 0

+

 x - ty - 1+ t f x ( y )
t

=

　　　 lim
t→ 0+

 x + ty - 1 - t f x ( y )
t

+

　　　 lim
t→ 0+

 x + tz - 1 - t f x (z )
t

= 0.

　　最后一步是因 X强光滑 ( Frechet可微 ) .证毕 .

3　与接近光滑性的关系

　　引理 2
[7 ]　 Banach空间 X是局部接近一致光滑

当且仅当 x ∈ S , { x*n } S
* ,且 x

*
n (x )→ 1时蕴含

{ x*n }相对列紧 .

　　定理 4　 Banach空间 X是强光滑当且仅当 X是

局部接近一致光滑 ( LN US) 且光滑 .
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Glauberman ZJ定理推知 N为 p幂零 .矛盾 .因此 p =

2,c1 = { 2} ,当然 2 c′.

　　现在 2是|N|的素因子中唯一属于c的素因子 .

若 N为 2-群 , N已c可解 ,矛盾 .若 N不是 2-群 ,则

对|N|的任意奇素因子 q∈ c′,令 Q= Sylq ( N ) ,则 Q

= N∩ Q1 ,Q1∈ Sylq (G) .由上一段的证明知 , G有极

大子群 H , Sec( H ) = H∩ N .依假定 , H∩ N为c′群

或 r-群 .但 q||H∩ N|,所以 H∩ N只能是c′群 .特

别 , NN (Z (J (Q ) ) )作为 H∩ N的子群是奇阶群 ,当

然 2-闭 .应用 Petter的定理 [ 3]知 ,N亦 2-闭 .由 N的

极小性知 N为 2-群 .矛盾 .

　　必要性　因 Gc可解 , G的每个主因子必为 r-群

或c′群 . r∈ c.从而 Sec(M )作为主因子的子群亦为

r-群或c′群 .
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　　证明　必要性　若 X强光滑 ,显然 X光滑 .下证

X是 LN US对于任意的 x∈ S , {x*n } S
* ,若 x

*
n (x )

→ 1,对此 x ,存在 x
* ∈ S

* ,使得 x
* (x ) = 1,故由 X

是强光滑的定义知 x
*
n → x

*
,从而 {x

*
n }是相对列紧 .

结合引理 2即得 X是 LN US.

　　 充分性 　 设 x ∈ S , {x*n } , { y*n } S
* ,且有

x
*
n ( x )→ 1, y*n (x )→ 1,因 X是局部接近一致光滑 ,故

存在子列 {x*n
k
} { x*n } , {y*n

k
} { y*n } ,使得 x

*
n
k
→ x

*
0

∈ B
*
, y

*
n
k → y

*
0 ∈ B

*
,即有: x

*
n
k ( x ) → x

*
0 ( x ) = 1;

y
*
n
k (x )→ y

*
0 (x ) = 1,又因为 X是光滑的 ,故有: x

*
0 =

y
*
0 (x点处的支撑泛函唯一 ) .从而 x

*
n
k
- y

*
n
k
→ 0,且必

有 x
*
n - y

*
n → 0. (事实上 ,如若不然则存在 { x

*
n
j } 

{x
*
n } ; { y

*
nj } { y

*
n } ,及X0 > 0,使得 x

*
nj - y

*
n j ≥X0 ,

因 x
*
n
j
( x )→ 1, y*n

j
→ 1,且 X是 LNUS,故存在 {x*n

kl
} 

{x*n
j
} , { y*n

kl
} { y*n

j
} ,使得 x

*
n
j l
- y

*
n
j l
→ 0,这就与 x*n

j

- y
*
n
j ≥X0 ,矛盾 . )从而 X是强光滑的 .

　　推论 3　 Banach空间 X是很光滑的当且仅当 X

是接近很光滑 ( NV S)且光滑 .

　　推论 4　若 Banach空间 X具有 H
*
性质 ,则 X光

滑当且仅当 X强光滑 .

　　推论 5　若 Banach空间 X自反 ,则 X强光滑当

且仅当 X具有 H
*
性质且光滑 .

　　证明　若 Banach空间 X自反 ,则 X是 LN US的

当且仅当 X具有 H* 性质 (见文献 [5] ) .结合定理 4即

可得证 .
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