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时滞三维顺环捕食系统的周期解和概周期解
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摘要　讨论一类含多个时滞且具 “基于比率” HollingⅡ功能性反应的三维顺环捕食被捕食系统 . 证明了系统的

一致持久性 ; 当系统是周期系统 , 通过构造 Liapunov泛函 , 得到了系统存在唯一的全局吸引的正周期解的充分

条件 ; 当系统是概周期系统时 , 通过 Razumikhin函数法 , 证明了系统存在唯一且一致渐近稳定的正概周期解 .
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Abstract　 A three-dimensional prey-predato r cyclic system with ratio-dependent Holling II

functional response and time-delays is discussed. By the Liapunov function method and Razumikhin

function method, w e proved the uniformly persistence of the system, the existence of a unique

posi tiv e periodic solution which is globally at tractiv e and a unique positiv e almost periodic solution

which is uni formly asymptotically stable.

Key words　 three-dimensional pre-predator cyclic model, time-delays, Holling Ⅱ functional

response, periodic solusion, almost periodic solution

　　种群的持续生存问题一直是生物数学和相关学

科非常关心的问题 . 由于考虑到季节的影响 ,有必要

考虑种群在周期和概周期变化环境下的发展趋势 .

文献 [1 ]研究了两捕食者 , 一食饵 , 且两捕食者均

具有 HollingⅡ类功能性反应的周期捕食链系统 , 得

到该系统存在唯一全局渐近稳定的正周期解的充分

条件 . 但是考虑多个时滞、“基于比率” HollingⅡ功能

性反应和含密度制约的三维顺环捕食模型的文章还

没有发现 . 本文拟讨论的模型相应于文献 [2] 中的

第 I个模型 , 其它 2个模型可以类似地讨论 . 系统为

( 1) .

　　为方便 , 记

　　 x ( t ) = (x 1 ( t ) , x2 ( t ) ,x 3 ( t ) ) , f x = ( f 1x , f 2x ,

f 3x ) ,N 1 = { 1, 2, 3} ,N 2 = { 1, 2,… , 6} .

其中 ,xi ( t )表示捕食者种群 X i在时刻 t的密度 ( i∈

N 1 ) .fi是与种群 X i妊娠时间有关的正常数 ( i∈ N 1 ) ,

设f= max {fi , i∈ N 1}; ri ( t ) ,ai ( t ) ,ki ( t ) , di ( t ) ,ci ( t ) ,

i∈ N 1都是严格正的连续有界函数 . 设 ki ( t ) , i∈ N 1

是转化系数 ;设 ri ( t )分别是种群 X i ( i∈ N 1 )在时刻 t

的内禀增长率 ; ai ( t )是种群 X i 的密度制约系数 ; X 2

是 X 1的捕食者 ,X 3捕食 X 2 ,而 X 1又捕食 X 3 ,从而形

成了一个三维的顺环捕食系统 .

x 1 ( t ) = x1 ( t ) [r1 ( t ) - a1 ( t )x 1 ( t ) - d1 ( t )x 2 ( t ) /

　　　　 (c1 ( t )x 2 ( t ) + x 1 ( t ) ) + (k3 ( t )d3 ( t - f1 )  

　　　　 x 3 ( t - f1 ) ) /( (c3 ( t - f1 )x 1 ( t - f1 ) +

　　　　 x 3 ( t - f1 ) ) ] =
△

f 1x ,

x
 
2 ( t ) = x2 ( t ) [r2 ( t ) - a2 ( t )x 2 ( t ) - d2 ( t )x 3 ( t ) /

　　　　 (c2 ( t )x 3 ( t ) + x 2 ( t ) ) + (k1 ( t )d1 ( t - f2 )  

　　　　 x 1 ( t - f2 ) ) /( (c1 ( t - f2 )x 2 ( t - f2 ) +

　　　　 x 1 ( t - f2 ) ) ] =
△

f 2x ,

x
 
3 ( t ) = x3 ( t ) [r3 ( t ) - a3 ( t )x 3 ( t ) - d3 ( t )x 1 ( t ) /

　　　　 (c3 ( t )x 1 ( t ) + x 3 ( t ) ) + (k2 ( t )d2 ( t - f3 )  

　　　　 x 2 ( t - f3 ) ) /( (c2 ( t - f3 )x 3 ( t - f3 ) +

　　　　 x 2 ( t - f3 ) ) ] =
△

f 3x .

( 1)

　　引入下列记号 ,并假设它们在本文中恒成立 .设

k( t ) 是一个严格正的连续有界函数 , 定义 k- =

sup
t∈ R

{k( t ) } ,k= inf
t∈ R

{k( t ) }. 从而 ,给出条件

　　 0 < min{di , ri ,ai ,ci ,ki , ( i∈ N 1 ) }≤ max {di , ri ,

ai ,ci ,ki , ( i∈ N 1 ) } <+ ∞ .

　　给出如下定义 , x∈ R
3
+ =
△

{x∈ R
3|xi≥ 0, i= 1,
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2, 3} ,如果 x ∈ IntR
3
+ ,则表示 x > 0. 出于生物意义

的考虑 ,仅考虑系统 ( 1)在 IntR3
+ 中的性质 .

设 C
+ =

△
C ( [- f, 0 ] ,R3

+ )是一个由非负连续函

数构成的 Banach空间 , 且定义范数为 ‖ O‖ =

sup
t∈ [-f, 0 ]

|O(θ)|, (O∈ C
+ ,|O(θ)|= ∑

3

i= 1

|Oi (θ)|) . 定义

系统 ( 1)的初始条件为

　　 x ( t ) = O∈ C
+
, t∈ [- f, 0] ,O( 0) > 0. ( 2)

　　容易证明 f x 对 x满足局部 Lipschi tz条件 ,从而

系统 ( 1)存在唯一满足初始条件 ( 2)的解 ,并且此解

在 t∈ [- f, + ∞ ) (解的最大存在区间 )上有定义 .

若对任意的 t > 0,都有 x ( t ) > 0成立 .则我们把这样

的解定义为系统 ( 1)的正解 .

下面的第 1部分 ,在一定条件下证明了系统 ( 1)

一致持久性 ;第 2部分 ,给出了系统 ( 1)存在唯一且全

局吸引的周期解的充分条件 ;第 3部分 ,得到了系统

( 1)存在唯一且一致渐近稳定的概周期解的充分条

件 .

1　一致持久性

　　引理 1　 假设系统 ( 1)满足初始条件 ( 2) , 则

IntR3
+ 为系统 ( 1)的正向不变集 .

　　 证明 　 参照文献 [3 ]中引理 1的证明 ,可得

IntR3
+ 是系统 ( 1)的正向不变集 .

　　 定理 1　 假设系统 ( 1)满足初始条件 ( 2) ,如果

系统 ( 1)满足如下条件

　　 ri  ci > di
-

, i∈ N 1 , ( 3)

那么 ,系统 ( 1)是一致持久的 ,即存在集合 S且为系统

( 1)的最终有界集 . S定义为

　　S =
△

{x ∈ IntR3
+ |0 < mi≤ xi≤ Mi <+ ∞ , i∈

N 1 } .其中 ,M 1 =
△ r 1+ k3  d3

a1
+ X,M2 =

△ r 2+ k1  d1

a2

+ X,M3 =
△ r3 + k2  d2

a3
+ X,mi =

△ ri  ci - di

2ai ci
.X> 0且

充分小 ( i∈ N 1 ) .

　　证明　根据引理 1, IntR3
+ 是系统 ( 1)的正向不

变集 . 根据系统 ( 1)的第一式和条件 ( 3) ,可以得到

　　 x
 
1 ( t )≥ ( r1 -

d1

c1
)x 1 ( t ) - a1x

2
1 ( t ) ,

所以 ,x 1 ( t ) ≤ m1 x
 
1 ( t ) ≥ ( r1 - d1 / c1 )x 1 ( 0) -

a1x
2
1 ( 0) > 0,因此 ,存在一个 T1 > 0,当 t≥ T1+ f时 ,

x1 ( t )≥ m1 .同理可证 ,当时 t≥ Ti+ f时 ,xi ( t )≥ mi ,

i = 2, 3.

　　由系统 ( 1)的第 1式 ,得

　　 x
 
1 ( t )≤ x1 ( t ) (r1 - a1x1 ( t ) + k3 d3 ) .

　　参照上面讨论 ,可以得到 ,存在充分大的 T′1 >

0,当 t≥ T′1+ f时 ,则 x 1≤ M1 .同理可证 ,当 t≥ T′i

+ f时 ,有 xi≤ Mi , i = 2, 3成立 . 那么对 t > T+ f

= max
i∈ N

1

{Ti , T′i }+ f,一定有 0 <mi≤ xi ( t )≤ Mi <+

∞ , i∈ N 1成立 .

因此集合 S是系统 ( 1)的最终有界集 . 即系统

( 1)是一致持久的 .

注　根据以上讨论 ,可以选 T+ f= 0,将集合 S

作为系统 ( 1)的初始空间 . 从而在讨论系统 ( 1)在

IntR3
+ 中的性质时 ,可以改为讨论系统 ( 1)在集合 S

中的性质 .

2　周期解

　　根据文献 [4 ]中的定理 2,容易得到如下定理 .

　　 定理 2　假设系统 ( 1)是关于 t的周期系统 (设

周期为k) ,当系统 ( 1)满足条件 ( 2)和 ( 3)时 ,系统

( 1)存在正的周期解 ,周期为k.

　　引理 2
[ 5]
　设 f ( t )为区间 [0, + ∞ )上非负可积

且一致连续 ,则 lim
t→+ ∞

f ( t ) = 0.

　　 定理 3　 假设 ( 1)满足初始条件 ( 2)和 ( 3) ,若

( 1)还满足下列条件

　　 - a1+
d1M2

(c1m2+ m1 )
2 +

d3M 3

(c3m 1+ m3 )
2 + B3+

B5 < 0, ( 4)

　　 - a2+
d1M1

(c1m2+ m1 ) 2
+

d3M 3

(c2m 3+ m2 ) 2
+ B2+

B4 < 0, ( 5)

　　 - a3+
d2M2

(c2m3+ m2 ) 2
+

d3M 1

(c3m 1+ m3 ) 2
+ B1+

B6 < 0, ( 6)

其中 ,Mi ,mi , ( i∈ N 1 )定义在定理 1中 ,

　　B1 =
△ k2  d2 c2M2

(c2m3 + m2 ) 2
,B2 =

△ k2  d2 c2M 3

(c2m3 + m2 ) 2
,

　　B3 =
△ k1  d1 c1M2

(c1m2 + m1 ) 2
,B4 =

△ k1  d1 c1M 1

(c1m2 + m1 ) 2
,

　　B5 =
△ k3  d3 c3M3

(c3m1 + m3 )
2 ,B6 =

△ k3  d3 c3M 1

(c3m1 + m3 )
2 .

则系统 ( 1)的位于 IntR
3
+ 中的任何正解对于其它正解

而言是全局吸引的 .

　　证明　假设 x ( t )和 y ( t )是系统 ( 1)满足初始条

件 x ( 0) , y ( 0)∈ S的任何 2个正解 ,即 x ( t ) ,y ( t )∈ S

 IntR
3
+ , ( t≥ 0) .

　　构造 Liapunov泛函如下

V ( t ) =
△
V ( t , x ( t ) , y ( t ) ) = ∑

3

i= 1

|lnxi ( t ) - lnyi ( t )|+

B3∫
t

t -f
2

|x 1 (s ) - y1 (s)|ds+ B5∫
t

t-f
1

|x1 (s ) - y1 (s )|ds
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+ B2∫
t

t-f
3

|x2 (s ) - y2 (s)|ds+ B4∫
t

t -f
2

|x 2 (s ) -

y2 (s )|ds+ B1∫
t

t-f
3

|x 3 (s) - y3 (s )|ds+

B6∫
t

t-f
1

|x 3 (s ) - y3 (s )|ds ,

易知 ,V ( t )≥ 0, ( t≥ 0) .由条件 ( 4) ～ ( 6) ,计算函数

V ( t )沿着系统 ( 1)的正解的右上 Dini导数如下

V
 

( t )|( 1)≤ [- a1+
d1M 2

(c1m2 + m1 )
2+

d3M3

(c3m1 + m3 )
2+

B3+ B5 ]|x 1 ( t ) - y1 ( t )|+ [- a2+
d1M1

(c1m2+ m1 ) 2
+

d2M 3

(c2m3 + m2 ) 2
+ B2+ B4 ]|x2 ( t ) - y2 ( t )|+ [- a3+

d2M 2

(c2m3 + m2 )
2 +

d3M 1

(c3m1 + m3 )
2 + B1+ B6 ]|x 3 ( t ) -

y3 ( t )|≤- T∑
3

i= 1

|xi ( t ) - yi ( t )|.

其中 ,

　　 - T=
△

max

- a1+
d1M2

(c1m2+ m1 ) 2
+

d3M3

(c3m1+ m 3 ) 2
+ B3 + B5 ,

- a2+
d1M1

(c1m2+ m1 ) 2
+

d2M3

(c2m3+ m 2 ) 2
+ B2 + B4 ,

- a3+
d2M2

(c2m3+ m2 )
2 +

d3M1

(c3m1+ m 3 )
2 + B1 + B6 .

< 0.

　　由微分不等式原理 ,有

　　V ( t ) + T∫
t

T
∑

3

i= 1
|xi (s ) - yi (s )|ds≤ V ( T ) , ( t≥

T+ f) ,

从而可得∫
t

T∑
3

i= 1
|xi (s) - yi (s)|ds≤

V ( T )
T

, ( t≥ T+

f) . 因为 x ( t )有界 ,且由系统 ( 1) ,当 t∈ R
+
时 ,可得

[x i ( t ) - y
 
i ( t ) ] , ( i∈ N 1 )有界 . 则当 t∈ R

+ 时 ,

∑
3

i= 1
|xi ( t ) - yi ( t )|一致连续 ,根据引理 2,当 t→+ ∞

时 ,∑
3

i= 1

|xi ( t ) - yi ( t )|→ 0. 定理 3证毕 .

　　现在 ,假设系统 ( 1)为周期系统 ,由定理 3,立即

可以得到下列结论 .

　　定理 4　假设k-周期系统 ( 1)满足定理 2的条件

和记号并且满足条件 ( 4)～ ( 6) ,则系统 ( 1)存在唯一

满足初始条件 ( 2)的正周期解 (周期为k) ,且此解对

于系统 ( 1)满足其它初始条件的解是全局吸引的 .

　　证明　由定理 2知 , ( 1)存在周期解 ,假设 x ( t ) ,

y ( t )为系统 ( 1)任意 2个正周期解 (周期可以不同 ) .

则 x ( t ) - y ( t )是一个概周期函数 .根据定理 3和概

周期函数的性质 ,则可得 x ( t )≡ y ( t ) , ( t∈ R
+
) . 即

系统 ( 1)的正周期解是存在唯一的 .解的全局吸引性

由定理 3得到 .

3　概周期解

　　设系统 ( 1)的乘积方程组为

y
 
1 ( t ) = y1 ( t ) [r1 ( t ) - a1 ( t ) y1 ( t ) - d1 ( t ) y2 ( t ) /

　　　　 (c1 ( t ) y2 ( t ) + y1 ( t ) ) + (k3 ( t ) d3 ( t - f1 )  

　　　　 y3 ( t - f1 ) ) / (c3 ( t - f1 ) y1 ( t - f1 ) +

　　　　 y3 ( t - f1 ) ) ] =
△

f 1y ,

y
 
2 ( t ) = y2 ( t ) [r2 ( t ) - a2 ( t ) y2 ( t ) - d2 ( t ) y3 ( t ) /

　　　　 (c2 ( t ) y3 ( t ) + y2 ( t ) ) + (k1 ( t ) d1 ( t - f2 )  

　　　　 y1 ( t - f2 ) ) / (c1 ( t - f2 ) y2 ( t - f2 ) +

　　　　 y1 ( t - f2 ) ) ] =
△

f 2y ,

y
 
3 ( t ) = y3 ( t ) [r3 ( t ) - a3 ( t ) y3 ( t ) - d3 ( t ) y1 ( t ) /

　　　　 (c3 ( t ) y1 ( t ) + y3 ( t ) ) + (k2 ( t ) d2 ( t - f3 )  

　　　　 y2 ( t - f3 ) ) / (c2 ( t - f3 ) y3 ( t - f3 ) +

　　　　 y2 ( t - f3 ) ) ] =
△

f 3y .

( 7)

定义 y ( t ) = (y1 ( t ) , y2 ( t ) , y3 ( t ) )和 f y ( f 1y , f 2y , f 3y ) .

为方便起见 ,记系统 ( 1)的乘积系统为

　　 x
 = f x , y = f y . ( 8)

　　 定理 5　假设系统 ( 1)满足初始条件 ( 2) ,并且

满足定理 1的条件和记号 ,如果系统 ( 1)满足下列条

件

- a1 +
d1M 2

(c1m2 + m1 ) 2
+

d3M3

(c3m1 + m3 ) 2
< 0, ( 9)

- a2 +
d1M 1

(c1m2 + m1 )
2 +

d2M3

(c2m3 + m2 )
2 < 0, ( 10)

- a3 +
d2M 2

(c2m3 + m2 )
2 +

d3M1

(c3m1 + m3 )
2 < 0, ( 11)

- C =
△

-
A4

L
+

A1L
l
2 +

A2L
l
2 +

A3L
l
2 < 0. ( 12)

其中 , Bi , ( i∈ N 2 )的定义见定理 3,

　　 A1 =
△

max { 1,B1 ,B2 } , A2 =
△

max { 1,B3 ,B4 } ,

　　 A3 =
△

max { 1,B5 ,B6 } ,

　　 - A4 =
△

max

- a1 +
d1M 2

(c1m2 + m1 ) 2
+

d3M 3

(c3m1 + m3 ) 2
,

- a2 +
d1M 1

(c1m2 + m1 ) 2
+

d2M 3

(c2m3 + m2 ) 2
,

- a3 +
d2M 2

(c2m3 + m2 )
2 +

d3M 1

(c3m1 + m3 )
2

< 0.

L =
△
max

1
mi

, 1, i∈ N 1 , l =
△
min

1
Mi

, 1, i∈ N 1 ,M
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=
△

max {Mi , i∈ N 1 } .

则系统 ( 1)存在唯一正的概周期解 x ( t ) ,并且此解是

一致渐近稳定的 .进而 ,如果系统 ( 1)是关于 t的周期

系统 (周期为k) ,定理的相应结论仍然成立 .

　　证明　根据第 1部分中的讨论 ,把集合 S作为初

始空间 ,来讨论系统 ( 1)的解的性质 . 首先引入下列

记号 CM =
△

{O|O∈ C
+
,‖O‖ ≤ M } , SM =

△
{x|x∈ R

3
,

|x|≤ M }.

　　选取 Razumikhin函数为

　　V ( t ) =
△
V ( t , x ( t ) , y ( t ) ) = ∑

3

i= 1

|lnxi ( t ) -

lnyi ( t )|, V: R
+
× SM× SM→ R

+
.

容易验证 V满足文献 [6 ]中定理 1关于 V条件 .根据

微分中值定理 ,有

　　l∑
3

i= 1
|xi ( t ) - yi ( t )|≤ V ( t , x ( t ) , y ( t ) )≤

　　L∑
3

i= 1
|xi ( t ) - yi ( t )|.

则 ,选取 P (s ) =
L
l
s> s> 0,a(s ) = ls> 0,b(s ) = Ls

> 0, (s > 0) . b( 0) = a( 0) = 0,在这些假设之下 ,文

献 [6]中定理 1的条件 ( I)满足 .容易验证文献 [6]中

定理 1的条件 (Ⅱ )也满足 .

　　当 V ( t+ θ, x ( t+ θ) , y ( t+ θ) )≤ P( V ( t , x ( t ) ,

y ( t ) ) ) , (θ∈ [- f, 0 ] )时 ,下证文献 [6]中定理 1的

条件 (Ⅲ )也满足。事实上 ,

V
 

|( 8)≤ [- a1 +
d1M2

(c1m2 + m1 ) 2
+

d3M 3

(c3m1 + m3 )
2 ]|x1 ( t ) - y1 ( t )|+ [- a2 +

d1M 1

(c1m2 + m1 )
2 +

d2M 3

(c2m3 + m2 )
2 ]|x2 ( t ) - y2 ( t )|+

[- a3+
d2M2

(c2m3+ m2 ) 2
+

d3M1

(c3m1+ m3 ) 2
]|x3 ( t ) -

y3 ( t )|+ A1∑
3

i= 1

|xi ( t - f3 ) - yi ( t - f3 )|+

A2∑
3

i= 1
|xi ( t - f2 ) - yi ( t - f2 )|+ A3∑

3

i= 1
|xi ( t - f1 ) -

yi ( t - f1 )|≤ (-
A4

L
+

A1L
l
2 +

A2L
l
2 +

A3L
l
2 )V ( t ,x ( t ) ,

y ( t ) ) =
△

- CV ( t ) .

　　根据条件 ( 9) ～ ( 12) ,证得文献 [6]定理 1的条

件 (Ⅲ )成立 .

　　 又根据文献 [7 ]中的定理 1. 3,系统 ( 1)存在唯

一满足初始条件 ( 2)的解 ,并且此解在 t充分大时有

界 . 否则 ,与系统 ( 1)的概周期性和集合 S的正不变

性矛盾 ,即系统 ( 1)存在唯一满足给定的初始条件

( 2)的正解 p( t )并且‖ p ( t )‖ ≤ M .根据文献 [6]的

定理 1,系统 ( 1)存在唯一且一致渐近稳定的正概周

期解 x ( t ) ; mod( x ) mod( f ) . 进而 , 对于系统 ( 1)

是周期系统时仍然成立 .
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