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摘要　讨论ρ~相依序列非参数回归函数加权核估计的强相合性 .
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Abstract　 The st rong consistency for the nonparametric w eig hted kernel estimators of reg ression

function ofρ~ sequences is discusced.
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1　引言和结论

　　设 {Yi: i∈ N }是概率空间 (Ψ, B, P)中的随机

变量序列 , Fs = e(Yi: i∈ S N )为e-域 , 在 B中给

定e- 域 F, R ,令

　　　d( F, R ) = SUP( corr(Y,Z):Y∈ L2 ( F) ,Z∈

L2 ( R) } ,

Bradley[1, 2 ] , Bryc和 Smolenski[3 ]使用如下相依系数:

对 k≥ 0, 令

　　d~(k ) = SUP{d( Fs ,FT ): 有限子集 S, T N且

dist( S, T )≥ k } , ( 1)

显然 , 0≤d~(k+ 1)≤d~(k )≤ 1且d~ ( 0) = 1.这种相

依系数d~(k )与通常的d混合系数有一定的类似 ,但也

不完全相同 . 事实上 ,在通常的d混合系数中 ,式 ( 1)

中的 S, T分别是 [1,n ]和 [n+ k,∞ ]中的子集 .文献

[4]在d~相依序列中得到了与独立情形一致的矩不等

式:

　　引理 1
[4 ]　设d~∶ = d~( 1) < 1, q> 1,X i为e(Yi )

可测且 EX i = 0, E|X i|q <∞ , ( i = 1, 2,… ) ,则存在

仅依赖于d~ ,q的正常数 C ,使 1 < q≤ 2时 ,有

　　E ∑
a+ n

i= a+ 1
X i

q

≤ C∑
a+ n

i= a+ 1
E|X i|q , n≥ 1,a≥ 0,

q > 2时 ,有:　E ∑
a+ n

i= a+ 1

X i

q

≤

C ∑
a+ n

i= a+ 1
E|X i|

q
+ ∑

a+ n

i= a+ 1
EX

2
i

q /2
, n≥ 1,a≥ 0.

　　利用此引理 ,本文在d~相依下讨论非参数回归函

数加权核估计的强相合性 .

　　设 Y 1 , Y2 ,… ,Yn是固定点 x 1 ,x 2 ,… ,xn的 n个观

察值 ,满足

　　　Yi = g (xi ) + Xi , 1≤ i≤ n ,

其中 g (x )是 [0, 1 ]上的未知函数 ,且把 g (x )在 [0, 1]

外的值定义为 0, {Xi }是随机误差序列 ,且假定 0= x 0

≤ x1≤ x2≤…≤ xn- 1≤ xn = 1. Priestley和 Chao[ 5]

对未知函数 g (x )提出一种加权核估计

　　 gn (x ) = ∑
n

i= 1

Yi
xi - xi - 1

hn
K

x - xi
hn

,

其中 K ( )是 Borel可测函数 , 0 < hn→ 0(当 n→∞ ) .

记Wn = max
1≤ i≤ n

(xi - xi- 1 ) ,本文使用如下基本条件:

　　 (Ⅰ ) . K ( )在 R
1上满足U(U> 0)阶 Lipschitz条

件 ,且∫
+ ∞

-∞

K (u ) du = 1,∫
+ ∞

-∞

|K (u)|du <∞ , K ( )在 R
1

上有界 ;

　　 (Ⅱ ) . g ( )在 [0, 1 ]上满足T(T> 0)阶 Lipschi tz

条件 ;

　　 (Ⅲ ) . 当 n→∞ 时 ,hn→ 0,Wn→ 0;

　　 (Ⅳ ) . 当 n→∞ 时 ,
1
hn

Wn
hn

U

+ WTn → 0.

　　在独立情形下 ,文献 [6～ 8 ]讨论了 gn (x )的极

限性质 ,文献 [9, 10 ]将讨论推广到O-混合的情形 ,文
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献 [11 ]又进一步得到了O-混合、d-混合下的结论 .本

文在d~相依下得到如下结论:

定理 1　设基本条件 (Ⅰ ) ～ (Ⅳ )成立 ,又设:

　　 ( i)存在λ> 0,使Wn /hn = O(n
-λ

) ; ( 2)

　　 ( ii)d~∶ = d~ ( 1) < 1, r > max ( 1+ 1 /λ, 2 /λ, 2) ,Xi

为e(Yi )可测 ,且

　　EXi = 0, sup
i

E|Xi|r < ∞ , i = 1, 2,…

则 gn (x )完全收敛于 g ( x ) .

　　推论 1　 设基本条件 (Ⅰ )、 (Ⅱ )成立 ,并设 d~

∶ = d~( 1) < 1, r > max ( 1+ 1 /λ, 2 /λ, 2) ,Xi为e(Yi )

可测 ,且 EXi = 0, sup
i
E|Xi|r <∞ , i = 1, 2,… . 若取

　　Wn = O ( log n) p /n ,hn = n
- l , ( 3)

其中 p≥ 0, 0 < l < min{T,U/( 1+ U) } ,

则 gn (x )完全收敛于 g ( x ) .

　　定理 2　 设基本条件 (Ⅰ ) ～ (Ⅳ )成立 ,又设

　　 ( i)d~∶ = d~( 1) < 1, r > 1,Xi为e(Yi )可测 ,且 EXi

= 0, sup
i
E|Xi|r <∞ , i = 1, 2,…

　　 ( ii)存在λ满足 1 /r < λ< 1使 ( 2)式成立 ,则

　　　 lim
n→∞

gn (x ) = g (x ) , a. s. ( 4)

　　推论 2　 设基本条件 (Ⅰ )、 (Ⅱ )成立 ,并设 d~

∶ = d~ ( 1) < 1, r > 1,Xi为e(Yi )可测 ,且 EXi = 0,

sup
i
E|Xi|r <∞ , i = 1, 2,… .若取 p, l满足 p≥ 0, 0 <

l < min{T,U/ ( 1+ U) , 1 - 1 /r }使 ( 3)式成立 ,则 ( 4)

式也成立 .

引理 2
[10 ]　 设基本条件 (Ⅰ ) ～ (Ⅳ )成立 ,则

lim
n→∞

Egn (x ) = g (x ) .

　　引理 3
[10 ]
　设基本条件 (Ⅰ )、 (Ⅲ )、 (Ⅳ )成立 ,

则

　　 lim
n→∞∑

n

i= 1

xi - xi- 1

hn
K

x - xi
hn

=∫
+ ∞

-∞

|K (u)|du,

 x ∈ [0, 1].

　　本文约定: 记号“ < <”表示通常的大“O” ; IA表

示集合 A上的示性函数 .

2　定理的证明

　　定理 1的证明　记 ani =
xi - xi- 1

hn
K

x - xi
hn

,

则

gn (x ) - g ( x ) = ∑
n

i= 1
aniXi + [Egn (x ) - g ( x ) ] , ( 5)

由引理 2知 ,问题归结为考虑∑
n

i= 1
aniXi .

　　利用引理 1、 K ( )有界、引理 3和 ( 2)式即得证 ,

证明方法与文献 [11]中定理 4的证明类似 .

　　推论 1的证明　由 ( 3)式可验证 ( 2)式和基本条

件 (Ⅲ )、 (Ⅳ )成立 ,从而由定理 1即得结论 .

　　定理 2的证明　沿用 ( 5)式记号 ,因为 1 /r <λ

< 1且 r > 1,

所以　　 ( 1 - λ) /(r - 1) < λ.

从而可取f> 0和 S > 0使 ( 2S+ 1 - λ) / (r - 1) <

f< λ.

令

　　Xni ( 1) = Xi I (|X
i
|≤nf) ,Xni ( 2) = Xi - Xni ( 1) ,

　　X~ni ( 1) = Xni ( 1) - EXni ( 1) ,X~ni ( 2) = Xni ( 2) -

EXn i ( 2) ,

　　 Sn ( 1) = ∑
n

i= 1
aniX~ni ( 1) , Sn ( 2) = ∑

n

i= 1
an iX~ni ( 2) .

则只需证明: Sn ( 1) → 0, a. s. 和 Sn ( 2) → 0, a. s. 即

可 .

　　先证 Sn ( 1) → 0, a. s.

　　利用引理 1、K ( )有界、引理 3和 ( 2)式即得证 ,

证明方法与文献 [11 ]中定理 5的证明类似 .

　　再证 Sn ( 2)→ 0, a. s.证明方法与文献 [11]中定

理 5的证明类似 .

　　推论 2直接由定理 2得到 .
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