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一类时滞微分方程解的有界性

Boundedness of Solutions of a Class Retarded Equations
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摘要　结合 Liapunov泛函 , 得到一类二阶时滞系统解的有界性的一个充分必要条件 , 推广了相关的有界性结

果 .
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Abstract　 By using Liapunov function, the boundedness of solutions of some retarded equations is

investiga ted. A necessary and sufficient condition is obtained. Some results of boundedness are

generalized.
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　　考虑时滞微分系统

　　
x
 =

1
a(x )

[y - F( x ) ]+∫
t

t -f
g (x (s ) ) ds ,

y
 = - a (x )g ( x ) ,

( 1)

其中 a( x ) = exp(∫
x

0
h(s ) ds ) , F (x ) =∫

x

0
a(s ) f (s )ds ,函

数 a( x ) , f (x ) ,g (x )均连续且满足初值问题解的存

在唯一性条件 ,时滞 f为非负常数 . 特殊地 ,若 a(x )

= 1,则系统 ( 1)成为时滞 Lienard方程

x
 + f ( x ) x + g( x ( t - f) ) = 0, ( 2)

文献 [1, 2] 研究了系统 ( 2) 解的有界性、 稳定性

和振动性 , 若 f= 0,则系统 ( 1)成为非时滞系统

x
 =

1
a( x )

[y - F (x ) ] ,y = - a(x )g ( x ) , ( 3)

许多文献研究过系统 ( 3)解的有界性 [3, 4 ] . 本文结合

运用 Liapunov泛函 , 得到了系统 ( 1) 解的有界性的

一个充要条件 , 推广了相关的有界性结果 .

　　定义 1　系统 ( 1)的解称为一致有界的 ,如果对

每个 B1> 0,存在 B2 > 0使得 { (O, y0 )∈ C ( [- f, 0] ,

R )× R } ,‖ O‖ + |y0| < B1蕴含 |x ( t ,O,y0 )|+

|y ( t ,O, y0 )|< B2对任意 t∈ R均成立 . 这里 C ( [-

f, 0] , R )表示所有连续函数O: [- f, 0 ]→ R取上确界

范数构成的空间 .

　　 我们记 G( x ) =∫
x

0
a
2 (s ) g (s ) ds ,并设连续函数

F( x ) ,g ( x ) ,a(x )满足下述条件:

　　 ( i) xg ( x ) > 0,xF (x ) > 0( x≠ 0) ;

　　 ( ii) a (x )g ( x ) [F (x ) - 2fa (x )g (x ) ]≥ 0.

　　定理 1　假设条件 ( i)、 ( ii )成立 , 则系统 ( 1)的

解一致有界的充分必要条件为

lim
x→+ ∞

sup [G(x ) + F (x ) ]+∫
+ ∞

0
a(s )g (s )F (s ) ds

　　　　 = + ∞ ,

lim
x→ -∞

sup [G(x ) - F (x ) ]+∫
0

-∞
a(s )g (s )F (s ) ds

　　　　 = + ∞ ,

( 4)

　　 证明 　假设 x ( t ) = x ( t ,O, y0 ) , y ( t ) = y ( t ,O,

y0 )是系统 ( 1)定义在 [0,T)上的解 ,T可以取 + ∞ .

令 D > 0使得 ‖ O‖ + |y0|≤ D、考虑泛函

　　 V ( t ) = y
2+ 2G( x ) +

∫
0

-f∫
t

t+ s
a
2 (x (u ) )g2 ( x (u) ) duds , ( 5)

计算 V ( t )关于系统 ( 1)的全导数得

V
 
( 1 ) ( t ) = 2yy + 2a

2
( x )g (x ) x +

∫
0

-f
a
2 (x ( t ) ) [g2 (x ( t ) ) - g

2 (x ( t + s ) ) ]ds =

- 2ya (x )g ( x ) + 2a2 (x ) g (x ) [ 1
a(x )

(y - F (x ) ) +
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∫
t

t-f
g (x (s ) ) ds ]+ fa2 ( x ) g2 (x ) - a

2 ( x )∫
0

-f
g

2 ( x ( t+

s ) ) ds = - 2a(x )g ( x )F (x ) +

2a2 ( x ) g (x )∫
t

t-f
g ( x (s ) ) ds+ fa2 (x )g2 (x ) -

a
2 (x )∫

t

t-f
g
2 (x (s ) ) ds≤ - 2a( x )g (x ) F( x ) +

2a
2
( x )∫

t

t-f
|g (x ( t ) )g (x (s ) )|ds+ fa

2
(x ) g

2
(x ) -

a
2
(x )∫

t

t-f
g
2
(x (s ) ) ds≤ - 2a( x )g (x ) F( x ) +

fa2 ( x )g2 ( x ) + a
2 (x )∫

t

t-f
g
2 (x (s ) ) ds + fa2 (x ) g2 (x )

- a
2
(x )∫

t

t-f
g
2
(x (s ) ) ds = - a( x ) g (x ) [F( x ) -

2fa( x ) g (x ) ] - a(x ) g (x )F (x ) , ( 6)

注意到 a (x )的定义以及条件 ( i) 和 ( ii) , 就有

V
 
( 1) ( t )≤ 0, ( 7)

因此 ,存在正常数 D0= D0 (D )使 V ( t )≤ V ( 0)≤ D0 ,

t∈ R
+ . 现在假设 ( 4)式成立 . 如果 lim

a→+ ∞
supG(a) =

+ ∞ ,则存在常数 B1 > 0使 2G( B1 ) > D0 ,由 V ( t )的

定义以及 V ( t )≤ D0推知 x ( t )≤ B1 , t∈ R
+
、再由

x ( t )的有界性以及 y
 的表达式 ,易知 y ( t )有界 .

　　其次假定 lim
a→+ ∞

supF(a) = + ∞ ,则由于

　 x = y
a( x )

+∫
t

t-f
g ( x (s ) )ds - F( x )

a( x )
≤ 1

a
2
( x )

+ y
2

+ f+∫
t

t -f
g

2 ( x (s ) ) ds - F (x )
a (x )

,

注意到 a (x )的定义以及 ( 5)、 ( 6)式即知存在常数 Q0

= Q0 (D ) > 0使

　　　　 x
 ≤ Q0 -

F ( x )
a(x ) , t∈ R

+
.

　　既然 lim
a→+ ∞

supF (a) = + ∞ ,因而存在常数 B2 > 0

使 B2 > D且
F( B2 )
a( B2 )

> Q0 .我们证明对任意 t∈ R
+ 有

x ( t ) < B2 . 若不然 ,设存在 t 1 > 0使 x ( t1 ) = B2而对

0≤ S < t1有 x (s) < B2 ,于是有

　　 0≤ x
 ( t1 )≤ Q0 -

F( x ( t1 ) )
a( x ( t 1 ) ) =

　Q0 -
F (B2 )
a(B2 )

< 0.

矛盾 .

　　再设 lim
a→+ ∞

sup [G(a) + F(a) ] <+ ∞ . 于是应有

∫
+ ∞

0
a(s )g (s ) F(s ) ds = + ∞ . 假设 Q1 > 0使|G(a)|

+ |F (a)|≤ Q1 , a∈ R
+

. 则有

|x |≤| y
a(x )
|+∫

t

t -f
|g ( x (s )|ds+ |F (x )

a(x )
|≤ 1

a
2
(x )

+ y
2+ f+∫

t

t-f
g

2 (x (s ) ) ds+ |F (x )|2≤ Q0+ Q
2
1 

M ,

设 B3 > 0使得

MD0 +∫
D

0
a(a) g (a)F (a)da<∫

B
3

0
a(a)g (a) F(a) da,

我们断言对任意 t∈ R
+ 有 x ( t ) < B3. 事实上若存在

t2 > 0使 x ( t2 ) = B3 ,则可以找到 t0≥ 0满足 x ( t0 ) =

D而 D≤ x (s )≤ B3 , s∈ [t0 , t2 ]. 注意到条件 ( ii )成

立 , 从 t0到 t2积分 ( 6)式即得

V ( t2 )≤ V ( t0 ) -∫
t
2

t
0

a(x (s ) )g ( x (s ) )F (x (s ) ) ds≤

　　 D0 -∫
t
2

t
0

a(x (s ) )g ( x (s ) ) F (x (s ) )
|x (s )|

M
ds≤

　　 D0 -
1
M
|∫

t
2

t
0

a(x (s ) )g ( x (s ) )F (x (s ) )x (s ) ds|=

　　 D0 -
1
M
|∫

x (t
2
)

x (t
0
)
a(a) g(a) F (a) da|≤

　　 D0 - 1
M

(∫
B
3

0
a (a)g (a)F (a) da-

∫
D

0
a(a)g (a) F(a) da) < 0

矛盾 . 因此对任意 t∈ R
+
有 x ( t )≤ B1+ B2+ B3 .

同理可证当 lim
a→ -∞

sup[G(a) - F(a) ]+∫
0

-∞
a(s )g (s )  

F(s ) ds = + ∞时有 - B4≤ x ( t ) , t∈ R
- .因此存

在 D1 = D1 (D ) > 0使对任意 t∈ R有|x ( t )|≤ D1 ,

|y ( t )|≤ D1 .

　　下面证明 ( 4)式的条件也是必要的 . 假若

　　 lim
a→+ ∞

sup[G(a) + F (a) ] +∫
+ ∞

0
a (s ) g (s ) F(s ) ds

<+ ∞ , ( 8)

则存在正常数 F0 ,G0 ,a0 使对任意 a∈ R
+ 都有

|F (a)|≤ F0 ,|G(a)|≤ G0 ,a(a)≤ a0 .令O∈ C ( [-

f, 0 ], R ) ,O( 0) > 0且定义 g0 = max {|g (O(a) )|;a∈

[- f, 0 ] }. 现在选取 y0 = y ( 0) > 0满足

　　
1
2a20

( y20 - 4F2
0 - 5f2a20g2

0 - 4G0 -

8∫
+ ∞

0
a(s )g (s ) F(s ) ds ) > 3.

　　考虑函数 H ( t ) = y
2+ 2G(x ) ,注意到 G(x )的

定义以及条件 ( i )知 H ( t )为正定函数 .由条件 ( ii)我

们有

　 H
 ( t ) = - 2a( x ) g (x )F ( x ) +

2a
2
(x ) g( x )∫

t

t -f
g (x (s ) ) ds≥ - 2a( x )g (x ) F( x ) -

fa2 (x ) g2 (x ) - a
2 ( x )∫

t

t -f
g

2 ( x (s ) )ds≥-

3a (x )g (x ) F (x ) - a
2
0∫

t

t -f
g

2
( x (s ) )ds. ( 9)

由 ( 9)式我们断定对任意 t∈ R
+
有 x
 ( t ) > 1. 若不

然 ,假设存在 t3 > 0使 x
 ( t3 ) = 1,而 x

 (s) > 1对 0≤
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s < t3 ,则从 0到 t3积分 ( 9)式并交换二重积分的次序

得:

H ( t 3 )≥ H ( 0) - 3∫
t
3

0
a (x (s ) )g (x (s ) ) F (x (s ) ) ds -

a
2
0∫

t
3

0∫
s

s-f
g

2 (x (θ) ) dθds≥ H ( 0) -

3∫
t
3

0
a( x (s ) ) g (x (s ) )F ( x (s ) ) x (s) ds -

∫
t
3

-f∫
θ+ f

θ
g
2 (x (θ) ) dsdθ≥ H( 0) -

3∫
x( t

3
)

x( 0)
a (a)g (a)F (a) da- a

2
0f∫

0

-f
g
2 (x (θ) ) dθ-

a
2
0f∫

t
3

0
g
2 (x (θ) ) dθ≥ H( 0) - 4∫

+ ∞

0
a(a)g (a)F (a) da-

a
2
0f

2
g
2
0≥ y

2
0 - 2G0 - a

2
0f

2
g

2
0 - 4∫

+ ∞

0
a(a)g (a)F (a) da,

另一方面 ,

　　 H ( t3 ) = y
2 ( t3 ) + 2G(x ( t3 ) ) = [a(x ( t3 ) ) x ( t3 )

+ F (x ( t3 ) ) - a( x ( t 3 ) )∫
t
3

t
3
-f
g (x (s ) ) ds ]2+ 2G(x ( t3 ) )

≤ 2a
2
|x ( t3 )|

2
+ 4F

2
0 + 4a

2
0f

2
g
2
0 +

　 4∫
+ ∞

0
a(a)g (a) F(a) da+ 2G0 ,

也就是

　　 2a20|x ( t 3 )|2≥ y
2
0 - 4F2

0 - 4G0 - 5a20f2g20 -

8∫
+ ∞

0
a (a)g (a)F (a) da,

由 y0的选取知|x ( t3 )|> 1,矛盾 . 故对任意 t∈ R
+

都有 x
 ( t ) > 1,即 x ( t ) > x ( 0)+ t→+ ∞ ( t→+ ∞ ) ,

对 ( 4)式中第二式的证明是完全相仿的 . 必要性得

证 .

　　例　在系统 ( 1)中取 0≤f<
1
π ,a(x ) = e

-
2x2

3 ,

g( x ) =
x e

4x 2

3

1+ x
4 , F( x ) = x e-

x
2

3 . 容易验证 ,条件 ( i ) ,

( ii ) 均成立 , 并且有

　　∫
+ ∞

0
a(x ) g( x )F (x ) dx =∫

+ ∞

0

x
2 e

x
2

3

1+ x
4dx = + ∞ ,

　　∫
0

-∞
a(x ) g( x )F (x ) dx =∫

0

-∞

x
2 e

x
2

3

1+ x
4dx = + ∞ ,

从而满足定理 1中的 ( 4)式 ,系统的解有界 . 然而此

时 , lim
x→+ ∞

sup(G( x ) + F (x ) ) <+ ∞ ,以及

　　 lim
x→+ ∞

sup(G( x ) - F( x ) ) <+ ∞ .

即使取f= 0,文献 [3～ 5]亦不能判断此例解的有界

性 .
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我国建成世界上最大的猕猴桃种质基因库

　　中国科学院武汉植物研究所建成世界上保存猕猴桃种质资源涵盖量最大、遗传资源最丰富的种质基因库。

　　中科院组织的专家组认定 , 这个基因库的建立 , 使我国特有植物资源猕猴桃的研究和开发形成了完整体

系 , 对猕猴桃产业的提速发展具有重要推动作用。

　　自上个世纪 70年代末以来 , 武汉植物研究所共收集了猕猴桃属植物各类种质资源 200余份 ,选择性保存

了种间杂交后代及育种材料 9000余株 , 发现和命名了 2个新种 , 在此基础上建立了世界上第一个猕猴桃种质

资源数据库平台。 同时 , 该项研究在应用上解决了花期不遇、 杂种不实等技术难点。

(据科学时报 ) 　　
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