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摘要　得到有限群的所有 Sylow子群均循环时 , 其自同构群阶的上确界 , 推广了相关文献的结果 .
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Abstract　 The supremum of the order of automo rphism group of the finite g roups whose any Sylow

subg roups are cyclic is obtained, and the results in the relevant reference is improved.
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　　考虑什么样的有限群其自同构群阶的上确界仅

与群阶有关 , 是研究有限群 G与其自同构群 Aut(G)

之间内在关系的一个重要方面 .对于有限 p-群 ,这个

问题已获解决 (见引理 1) . 而对于有限非幂零群 ,同

样的问题要困难得多 ,至今尚无统一的解决方法 . 文

献 [1 ]讨论了群阶无平方因子的偶阶群情形 .众所周

知 ,阶无平方因子的群其所有 Sylow子群均循环 . 这

启示我们考虑文献 [1]的一个自然推广 .

　　本文所考虑的群均为有限 . 另外 , Aut (G)是 G

的自同构群 ,Cn为 n阶循环群 ,所有未加说明的符号

都是标准的 .

1　记号和引理

　　设群 G的阶|G|= n > 1,n的素因子分解式为

n = p
n
11 p

n
22… p

n
ss ,其中 p1 < p2 <… < ps是互异素数 .

　记

j(n ) = ∏
s

i= 1
∏
n
i
- 1

j= 0
( pnii - p

j
i ) ;

　　又记: S (n ) = {G|G为群 ,并且|G|= n }.

　　关于数j(n) ,以下几个性质是明显的 .在定理 1

的证明中我们将不加说明地引用:

　　 ( i)当 (n,m ) = 1时 ,j(mn) = j(m )j(n) ;

　　 ( ii)h(n)|j(n) ,并且 h(n) = j(n) n无平方因

子 ,这里h(n )是欧拉函数 .

　　引理 1　设 G为 p-群 ,则|Aut(G)||j(|G|) ,当

且仅当 G为初等交换 p-群时 ,|Aut(G)|= j

(|G|) [2 ] .

　　引理 2　 ( Van Dyek)　设 G是由生成元 x 1 , x2 ,

… , xr和关系 f i (x 1 , x 2 ,… ,xr ) = 1, i∈ I所定义的群 ,

H = < a1 ,… ,ar > (其中的 ai 可能相同 ) , i∈ I ,

f i (a1 ,… ,ar ) = 1,则有满同态 e: Fr /N|→ H , xiN|→

ai ,其中 Fr = < x 1 ,… , xr > 为自由群 ,Y = < f i ( x1 ,

… ,xr )|i∈ I > ,N = Y
F
r (Y在 Fr中的正规闭包 ) , G

= Fr /N .如果|G|≤|H|为有限 ,则e是群同构 (即

H是由生成元 {a1 ,… ,ar }与定义关系 f i (a1 ,… ,ar ) =

1, i∈ I所定义的群
[ 4]
.

　　引理 3　设 m ,n , r为正整数 , ( (r - 1)m ,n) = 1,

且在有限群 G= < a,b|an = b
m = 1,ab = a

r , r模 n指

数 k> 中 ,m= kl1 l2 ,∏ ( l1 ) ∏ (k ) , ( l 2 ,k ) = 1.这

里∏ ( l1 )是 l 1的素因子集 . 那么

　　|Aut(G)|= nl1h(n)h( l2 ) .

　　 证明　对 G的任一自同构e,有e(a) = a
g
,e(b)

= b
i
a
j
. 根据 G的定义关系 ,可得

　　|ag|= n, ( 1)

　　|b
i
a
j
|= m , ( 2)

　　 (biaj ) - 1
a
g(biaj ) = (ag) r . ( 3)

　　 由 ( 1)得 (v ,n ) = 1;由 ( 3)得 a
vri

= a
vr
.因为 (v ,

n) = 1.所以 r
i- 1≡ 1( mod n ) .从而 i≡ 1( mod k ) .于

是 i∈ { 1,k+ 1, 2k+ 1,… , ( l1 l2 - 1)k+ 1}.我们断

言 ( i ,m ) = 1.令 ( i ,m ) = d ,则 i = i1d ,m = m1d. 而

(b
i
a
j
)
m
1 = b

m
1
i
a
j
rm

1
i- 1

r
i
- 1 = a

j
rm

1
i - 1

r
i
- 1 .又 r

i
- 1≡ r - 1( mod
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n )并且 ( r - 1,n) = 1. 从而 (r
i
- 1,n ) = 1, r

m
1
i
- 1

= r
mi 1 - 1≡ 0( mod n) . 故 (rm1i - 1) /(ri - 1)≡

0( mod n) .即 (bi
a
j )m1 = 1.故|biaj||m1 ,从 ( 2)知 d =

1. 这表明 ( i ,m ) = 1成立 .但当 ( i ,m ) = 1时 ,对 m1

< m有 b
im

1≠ 1. (否则 im1|m , ( i ,m ) = 1导出 ( i ,m1 )

= 1, i|d ,矛盾 . )从而 (biaj )m1 = b
im

1a
j
rm1

i
- 1

ri- 1 ≠ 1这表

明|b
i
a
j
|= m当且仅当 ( i ,m ) = 1.现对 i的取值作如

下分组:

1, k+ 1, … , ( l 2 - 1)k + 1;

l2k+ 1, ( l 2+ 1)k+ 1, … , ( 2l 2 - 1)k + 1;

… … … …

( l 1 - 1) l 2k+ 1, ( l1l 2 - l 2+ 1)k + 1, … , ( l1l2 - 1)k+ 1;

则每个组模 l 2后余数集一致 .而 ( l2 ,k ) = 1,所以同一

组不同数模 l2余数不同 ,从而 i有 l1h( l 2 )种不同取法 ,

j有 n种不同取法 .并且 < a
e,be> = < a,b > .由引

理 2即有:

　　 Aut(G) = {e|ae= a
v ,be= b

i
a
j ,v , i , j取法如上 } ,

从而|Aut(G)|= nh(n ) l1h( l2 ) .

　　引理 4
[1 ]　设 G为可解群 ,则

　　|Aut(G)|||G′|j(|G|) .

2　主要结果

　　定理 1　假设|G|= p
n
11 p

n
22… p

n
ss (p1 < p2 <… <

ps ) .如果非交换群 G的所有 Sylow子群均循环 ,那么

|Aut(G)|的上确界为: p
n
1
- 1

1 th( t ) . 其中 t = |G|/p
n
11 ,

( t , p1 ) = 1.

　　证明　由于 G的所有 Sylow子群均循环 ,且 G非

交换 ,故由文献 [5 ]定理 6. 2有: G < a,b|a
n
= b

m
=

1,ab = a
r > , (n, (r - 1)m ) = 1, rm≡ 1( mod n) . 设

r模 n指数 k ,则 k|m. 令 m = kl1 l2而∏ ( l1 ) 

∏ (k ) , ( l2 ,k ) = 1, 则由引理 3知 |Aut(G)|=

nh(n) l 1h( l2 ) . 这表明|Aut(G)|由 nh(n )与 mh(m )控

制 . 现在 mn = p
n
11 p

n
22… p

n
ss , pi ∈ ∏ (G) ,有 pi ∈

∏ (m ) ,或者 pi∈ ∏ (n)而 l 1h( l2 )|mh(m ) . 故 pi∈

∏ (m )比 pi∈ ∏ (n)所对应的|Aut(G)|小 .从而

|Aut(G)|≤ |G|
p
n
11
h(|G|

p
n
11
) l1 . 易 见 |Aut(G)|≤

th( t ) pn 1- 1
1 .取 G < a,b|at = b

p
n
11 = 1,ab = a

r , rp1≡

1( mod t ) > . 则应用引 理 3, 有 |Aut(G)|=

th( t ) p
n
1
- 1

1 . 证毕 .

　　由定理 1的证明不难得到下面的推论 .

　　推论 1
[1 ]　设 G是非交换群 , 2|n,且 n无平方因

子 ,那么 ,

　　 ( i) G∈ S (n) ,|Aut(G)||
n
2
j(n) ;

　　 ( ii ) G∈ S(n) ,|Aut(G)|=
n
2j(n ) .

　　对 G的更一般情形 ,下述定理给出|Aut(G)|的

一个上界 .

　　定理 2　设|G|= p
n
1

1 p
n
2
2… p

n
s

s (p1 < p2 <… <

ps ) . 则

　　 ( i)若 G的 Sy low p1-子群循环 ,那么|Aut(G)||

|G|
p
n
11
j(|G|) ;

　　 ( ii )若 G的所有 Sy low子群循环 ,且 G非交换 ,那

么: 存在 G使|Aut(G)|=
|G|
p
n
1

1
j(|G|)当且仅当 G是

无平方因子的偶阶群 .

　　证明　首先 ,由于 G的 Sylow p1-子群循环 ,p1

是|G|的最小素因子 ,故由 Burnside定理可知 G可解

并且存在指数为 p
n
11正规子群 H ,显然 G /H Cpn 1

1
,故

G′≤ H ,由引理 4知

|Aut(G)|||G′|j(|G|)||H|j(|G|) =
|G|
p
n
1

1
j(|G|) .

这证明了定理 2的结论 ( i) .

　　其次 ,结合定理 1的证明 ,我们有

　　
|G|
p
n
1
1
j(|G|) =

|G|
p1
h(
|G|
p
n
1

1
) .

从而j(|G|) = p
n
1
- 1

1 h(
|G|
p
n
11
) . 即

　　j( pn 11 )j( pn
22 )…j( pnss ) = p

n
1
- 1

1 h( pn 22 )…h(pn
ss ) .

由于j(pn ) = p
1
2 n(n - 1)∏

n

i= 1
( pi - 1) =

h( pn ) p( n- 1) (
n
2
- 1)∏

n

i= 2

( pi - 1) ,并考虑到 p1是|G|的最

小素因子 ,故由上式即得 nj = 1( j = 1, 2,… , s)并且

p1 = 2. G为无平方因子的偶阶群 .

　　最后 ,由本文定理 1的推论 ,可知定理结论 ( 2)

的充分性成立 .

　　注　当 G是交换群时 ,文献 [1]定理 1的 ( ii)及

本文定理 2( ii )充分性不一定成立 . 因为此时 , G=

Cp
1
× Cp

2
×… × Cp

s
且 p1 = 2. 显然|Aut(G)|=

j(|G|) ,而不是|Aut(G)|= |G|
2
j(|G|)这种情形 ,

|Aut(G)|可由引理 1解决 .
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