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摘要　给出具有突变率的广义非保守生 -灭过程零流出、 零流入的充分必要条件 .
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Abstract　 The necessary and suf ficient condi tions of zero-exit and zero-entrance for the ex tended

non-conserv ativ e bi rth-death process are obtained.
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　　设状态空间 E = { 0, 1, 2,… } ,考虑具有如下形

式

　　 Q =

a11 λ0

_ 1 a22 λ1

_ 2 a33 λ2

_ 3 a44 λ3

  

…  

( 1)

的非保守 Q-矩阵 ,其中 _ 0≥ 0,_ i > 0, i≥ 1,λi > 0,

i≥ 0,a11 = - (λ0+ _ 0+ d0 ) ,a22 = - (λ1+ _ 1+ d1 ) ,

a33 = - (λ2+ _ 2 + d2 ) ,a44 = - (λ3+ _ 3+ d3 ) ,… ,

称 di≥ 0为突变率 , 特别当 d i≡ 0时 , Q即为通常的

生 -灭过程 ,有关生 -灭过程已获得许多深刻的理想

结果 ,其详细讨论可参阅文献 [1～ 3 ];由于 Q是全稳

定的 ,Q过程一定存在 ,例如 Feller最小 Q过程 ,参见

文献 [4～ 6] . 在讨论 Q过程的性质中 ,零流出、零流

入的概念占有非常重要的地位 ,本文给出 ( 1)式的 Q-

矩阵零流出、 零流入的充分必要条件 .

1　主要结果的叙述

　　定义　称 Q-矩阵零流出 , 如方程

　　
Qx = λx ,

0≤ x≤ 1.
( 2)

对某λ> 0(等价于对所有 λ> 0)只有零解 .

　　称 Q-矩阵零流入 ,如方程

　　
yQ = λy ,

y≥ 0,∑
∞

i= 0

yi < ∞ .
( 3)

对某λ> 0(等价于对所有 λ> 0)只有零解 .

　　下面简称具有 ( 1)式的 Q-矩阵为 Q-矩阵 .

　　定理 1　Q-矩阵零流出的充分必要条件是

R
- ∑

∞

n= 1

1+ dn

λn +
_ n

λn
1+ dn- 1

λn - 1
+ … +

　　
_ n_ n- 1…_ 2 ( 1+ d1 )

λnλn- 1…λ1
= ∞ . ( 4)

　　定理 2　Q-矩阵零流入的充分必要条件是

　　 S
- ∑

∞

k= 0
Ak = ∞ . ( 5)

其中　 Ak = ∑
k

i= 0

F
(i )
k

_ i+ 1
,F

(k)
k = 1,F

(i)
k = ∑

k- 1

j= i

q
( j+ 1)
k F

( i)
j

_ k+ 1
,

0≤ i < k , ( 6)

　　q
(k)
n = dk ,k = 0, 1,… ,n - 1,q(n )n = dn + λn .

　　注　特别 ,对通常的生 -灭过程 ,即 di≡ 0,则定

理 1变为 , Q-矩阵零流出的充分必要条件是

R- = R ∑
∞

n= 1

1
λn

+
_ n

λn
1
λn - 1

+ … +
_ n_n- 1…_ 2

λnλn - 1…λ1
=

　　∞ .

且这时有　q
(k )
n = 0,k = 0, 1,… ,n - 1,q

(n )
n = λn ,
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F
( k)
k = 1,F (i)

k =
λk
_ k+ 1

F
( i)
k - 1 =

λkλk- 1

_ k+ 1_k
F

(i)
k- 2 = … =

　　　
λkλk- 1…λi+ 1

_k+ 1_ k…_ i+ 2
F

(i)
i , 0≤ i < k,

　　Ak = ∑
k

i= 0

F
( i)
k

_ i+ 1
= ∑

k

i= 0

λkλk- 1…λi+ 1

_k+ 1_k…_ i+ 1
;

定理 2变为 ,Q-矩阵零流入的充分必要条件是

　　S
- = S = ∑

∞

k= 0

1
_k+ 1

( 1+
λk
_ k

+ … +
λkλk- 1…λ2

_ k_ k- 1…_ 2
+

　　　　
λkλk- 1…λ1
_ k+ 1_ k…_ 2

) = ∞ .

这些都是周知的结果
[3～ 6 ]

,所以通常的生 -灭过程有

关零流出、零流入的充分必要条件是定理 1, 2的特殊

情况 .

2　主要结果的证明

　　定理 1的证明　由 ( 1)式 ,方程 Qx = λx即为

　　 (λ+ λ0 + _ 0 + d0 ) x0 = λ0x1 , ( 7)

　　λn ( xn+ 1 - xn ) = (λ+ dn ) xn + _ n (xn - xn- 1 ) ,n

≥ 1. ( 8)

　　任取 x 0 > 0,因λ0 > 0,所以 x1 ,x 2 ,… ,被 ( 7)式

及 ( 8)式唯一确定 , 且有 x1 =
λ+ λ0+ _ 0+ d0

λ0
x 0 >

x0 .

　　把 ( 8)式改写成:

　　 xn+ 1 - xn =
λ+ dn

λn
xn +

_n

λn
( xn - _n - 1 ) ,n≥ 1,

( 9)

因为 0 < x 0 < x1 ,由上式显然 xn单调不减 .

记　 f n =
λ+ dn

λn
,gn =

_n

λn
,an = f nxn ,

Fn f n+ gn f n - 1+ … + gn gn- 1… g2 f 1+ gngn - 1… g1 ,

由 ( 9)式有:

　　 xn+ 1 - xn = an + gn (xn - xn- 1 ) = an + gn (an - 1

+ gn- 1 ( xn - 1 - xn- 2 ) ) = … = an + gnan- 1 +

gngn- 1an- 2 + … + gn gn- 1… g1 (x 1 - x 0 ) = f nxn +

gn f n - 1xn - 1+ gngn- 1 f n - 2xn- 2+ … + gn gn- 1… g1 (x 1 -

x0 ) ,

由 xn单调不减得:

　　Fn (x 1 - x 0 )≤ xn+ 1 - xn≤ Fn xn ,

所以　 ( x1 - x0 )∑
n

k= 1

Fk≤ xn+ 1 - x1 ,
xn+ 1

xn
- 1≤ Fn ,

( 10)

又因为 x1 - x 0 > 0,由此得如 {xn }有界则∑
∞

k= 1
Fk <

∞ .

　　反之 , 如∑
∞

k= 1

Fk <∞ ,则由 ( 10)式得

　　∑
∞

n= 1

xn+ 1

xn
- 1 ≤∑

∞

n= 1
Fn < ∞ .

又因为
xn+ 1

xn
- 1与 ln

xn+ 1

xn
是等价无穷小量 ,所以

∑
∞

n= 1

ln
xn+ 1

xn
<∞ .因此 ,它的部分和 Sn = lnxn+ 1 - lnx 1

有界 , 等价于 {xn }有界 .

　　综上所述得: {xn }有界等价于:

∑
∞

n= 1
Fn = ∑

∞

n= 1

λ+ dn

λn
+
_ n

λn
λ+ dn- 1

λn- 1
+ … +

　　　　
_ n_ n- 1…_ 2

λnλn- 1…λ2

λ+ d1

λ1
< ∞ ,

等价于

R- ∑
∞

n= 1

1+ dn

λn
+
_ n

λn
1+ dn- 1

λn - 1
+ … +

　　
_ n_ n- 1…_ 2 ( 1+ d1 )

λnλn- 1…λ1
< ∞ .

故 { xn }无界 ,即 Q零流出的充分必要条件是 R
- = ∞ .

定理 1证毕 .

　　定理 2的证明

　　由 ( 1)方程 yQ = λy ,λ> 0即为

　　 - (λ0+ _ 0+ d0 )y0 + _ 1y1 = λy0 , ( 11)

　　λn- 1 yn- 1 - (λn + _n + dn )yn + _ n+ 1yn+ 1 = λyn ,n

≥ 1. ( 12)

　　 任取 y0 > 0,由上方程唯一确定 y1 , y2 ,… , yn ,

… ,Q零流入等价于上方程无非负可和的平凡解 . 在

方程 ( 12)从 1加到 n得

_n+ 1yn+ 1 - _ 1y1 = λn yn - λ0y0 + λ∑
n

k= 1

yk + ∑
n

k= 1

dkyk ,

结合方程 ( 11)得

　　_n+ 1yn+ 1 = λnyn + λ∑
n

k= 0
yk+ ∑

n

k= 0
dk yk + _ 0y0 ,

令en = ∑
n

k= 0
yk ,e- 1 0,则 {en }单调不减 , 且

　　λen + ∑
n

k= 0
dk (ek - ek- 1 ) + λn (en - en- 1 ) =

　　_n+ 1 (en+ 1 - en ) - _ 0e0 ,

即　　

en+ 1 - en = (λn (en - en- 1 )+ λen+ ∑
n- 1

k= 0

dk+ 1 (ek+ 1 - ek )

+ (_ 0+ d0 )e0 ) /_n+ 1 = (∑
n - 1

k= 0
q
(k+ 1)
n (ek+ 1 - ek )+ λen+

(_ 0 + d0 )e0 ) /_n+ 1; ( 13)

　　为后面叙述方便 ,下先证明 2个引理 .

　　引理 1　设 Ak由 ( 6)式定义 , 则

　　
∑
n - 1

k= 0

q
(k+ 1)
n Ak + 1

_n+ 1
= An ,n≥ 1.

7广西科学　 2002年 2月　第 9卷第 1期



　　证明　
∑
n- 1

k= 0

q
(k+ 1)
n Ak + 1

_ n+ 1
= ∑

n - 1

k= 0

q
( k+ 1)
n

_ n+ 1
∑

k

i= 0

F
(i )
k

_ i+ 1
+

1
_ n+ 1

= ∑
n - 1

i= 0

1
_ i+ 1
∑
n- 1

k= i

q
( k+ 1)
n F

( i)
k

_ n+ 1
+

1
_ n+ 1

= ∑
n- 1

i= 0

1
_ i+ 1

F
(i)
n +

F
(n )
n

_ n+ 1
= ∑

n

i= 0

F
(i)
n

_ i+ 1
= An .

　　引理 2　 设 {en: n≥ 1}由 ( 13)式定义 , 则

　　λe0Ak≤ek+ 1 - ek≤ (e1 - e0 )F ( 0)
k + (λ+ _ 0+

d0 )ek Ak ,k≥ 1. ( 14)

　　证明　归纳法　 首先证明左边的不等式 ,当 k

= 0时 ,由 ( 11)式及 A0 = 1 /_ 1 , y0 = e0得

e1 - e0 = y1 =
λ+ _ 0 + λ0+ d0

_ 1
y0≥ λ

_ 1
y0 = λe0A0 ,

设当 k < n时已成立 , 由 {en }单调不减及引理 1得

en+ 1 - en =

∑
n- 1

k= 0

q
( k+ 1)
n (ek+ 1 - ek ) + λen + (_ 0 + d0 )e0

_n+ 1
≥

∑
n- 1

k= 0
q
( k+ 1)
n λe0Ak + λen

_ n+ 1
≥
λe0 ∑

n - 1

k= 0
q
( k+ 1)
n Ak + 1

_ n+ 1

= λe0An .

所以 ( 14)式左边不等式对任意 n≥ 0成立 .

　　下证 ( 14)式右边不等式 ,当 k = 0时 ,由 F
( 0)
0 =

1显然有

　　e1 - e0≤ (e1 - e0 ) F( 0)
0 + (λ+ _ 0+ d0 )e0 A0 ,

设 k < n时已成立 , 则由 {en }单调不减及引理 1得

en+ 1 - en = [∑
n- 1

k= 0

q
(k+ 1)
n (ek+ 1 - ek ) + λen + (_ 0 +

d0 )e0 ] /_n+ 1≤ [∑
n- 1

k= 0
q
(k+ 1)
n ( (e1 - e0 ) F

( 0)
k + (λ+ _ 0+

d0 )ek Ak ) + λen + (_ 0 + d0 )e0 ] /_ n+ 1≤ (e1 -

e0 )∑
n - 1

k= 0

q
( k+ 1)
n F

( 0)
k

_n+ 1
+

(λ+ _ 0 + d0 )en ∑
n - 1

k= 0
q
(k+ 1)
n Ak+ 1

_ n+ 1
= (e1 - e0 )F ( 0)

n

+ (λ+ _ 0 + d0 )en An .

故 ( 14)式右边不等式对任意 n≥ 0也成立 , 引理 2证

毕 .

　　 继续证明定理 2　由引理 2得 ( 14)式成立 ,如

{en }有界 ,则由 ( 14)式左边不等式得

　　λe0∑
n

k= 0
An ≤en+ 1 - e0 ,故由 λe0 > 0得

　　∑
∞

k= 0

Ak < ∞ .

　　反之如∑
∞

k= 0

Ak < ∞ ,因为 An≥
F

( 0)
n

_ 1
所以 F

( 0)
n ≤

_ 1 An ,由 ( 14)右边不等式得

　　en+ 1 - en≤ ( (e1 - e0 )_ 1+ (λ+ _ 0+ d0 )en ) An ,

由此得

　　
en+ 1

en
- 1≤ (

(e1 - e0 )_ 1

en
+ λ+ _ 0 + d0 ) An≤

(
(e1 - e0 )_ 1

e0
+ λ+ _ 0 + d0 ) An .

因此∑
∞

n= 0

(
en+ 1

en
- 1) < ∞ ,等价于∑

∞

n= 0

ln
en+ 1

en
<∞ ,等

价于 { lnen }有界 ,等价于 {en }有界 ,即 Q非零流入 .故

Q零流入的充分必要条件是∑
∞

k= 0

Ak = ∞ . 定理 2证

毕 .
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