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摘要　讨论退化的抛物型方程 ( um /m )t = ( k (u )ux )x + un g (u )的行波解问题 .其中 n≥ 0, m > 0, g: [0, 1 ]→

R+ , g ( 1) = 0且存在θ∈ ( 0, 1)使得 g (u )≡ 0, u∈ [0,θ) ,g ( u) > 0, u∈ (θ, 1) , g (u )在 [θ, 1 ]上 Lipschitz连

续 .证明存在唯一一个正波速的波前解 ,其中当 0 < m < 1时 ,该波前解为有限行波解 , 推广了文献 [ 5]的相应

结果 .
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Abstract　 Consider the trav elling wave solution problem fo r the degenerate parabolic equation

(u
m
/m ) t = (k (u)ux ) x + u

n
g (u ) , wheren≥ 0, m > 0, g: [0, 1]→ R+ , g ( 1) = 0 and existsθ∈

( 0, 1) such that g (u )≡ 0,u∈ [0,θ) ,g (u ) > 0,u∈ (θ, 1) ,g (u) is Lipschi tz continuous on [θ,
1 ]. It is prov en that there exists a unique t ravelling w ave f ront solution wi th posi tive wave speed

and the t rav elling wave is a fini te trav elling w ave if 0 < m < 1, the corresponding results in

Reference [5] are ex tended.

Key words　 degenerate parabolic equation, t rav elling w ave f ront solution, fini te trav elling wave

solution

　　抛物型方程的行波解是形如 u( x , t ) = u (z ) , z

= x + ct的解 . 由于行波解能很好地反映自然界中

扰动以有限速度传播的现象 [1 ] , 所以行波解问题很

快发展成为非线性偏微分方程的一个重要研究领域 .

当 g (u) ∈ c′[0, 1 ] ,g′( 0) , g′( 1)皆不为零时 ,

 u
 t

=
 2
u
 x2 + g (u )

的行波解问题已得到充分的研究 [2, 3 ] . 本文将考虑如

下退化的非线性抛物型方程

(u
m
/m ) t = (k (u )ux )x + u

n
g (u) , ( 1)

其中 m > 0,n≥ 0,k∈ c′[0, 1] ,k (u)≥T> 0,u∈

[0, 1 ].

关于方程 ( 1)行波解问题 ,王明新在文献 [4]中

作了详细讨论 ,主要研究了以下 2种情形:

g∈ c′[0, 1 ], g ( 1) = 0,g′( 1) < 0,g (u ) > 0,u∈

[0, 1)

以及

g∈ c′[0, 1 ] ,g ( 1) = 0,g′( 1) < 0且存在θ∈ ( 0,

1)使得当 u∈ ( 0,θ)时 , g (u ) < 0,当 u∈ (θ, 1)时 ,

g(u ) > 0.

本文将考虑 g满足以下条件

g: [0, 1]→ R+ 且 g ( 1) = 0

存在θ∈ ( 0, 1)使得 g (u)≡ 0,

　u∈ [0,θ) ,g (u) > 0, u∈ (θ, 1) ,

g在 [θ, 1]上 Lipschi tz连续 ,

( 2)

对 g作以上假设是有意义的 ,因为当 m = 1,n = 0, g

满足条件 ( 2)时 ,方程 ( 1)表示的是可压缩反应气体

的燃烧模型
[ 5]

.

我们首先给出行波解的定义 [4 ] .

定义 1　称 u(x , t ) = u(z ) , z = x + ct为方程

( 1)的行波解 ,如果存在 - ∞≤ zl < z r≤+ ∞使得

- (k (u )u′)′+ c(um /m )′= u
n
g (u ) , z∈ (zl , zr ) ,

u (zl ) = T,u(zr ) = U,u′(zl ) = u′(zr ) = 0,

在 (zl , zr )的任一子区间 (a,b )内 ,u′(z ) 0,

当 z∈ ( - ∞ , zl )时 ,u (z )≡T,
当 z∈ (zr , + ∞ )时 ,u(z )≡U,

其中T,U是 0或者为 g (u)的零点

( 3)

c称为波速 .
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定义 2　在定义 1中 , 若 u (z )在 (zl , zr )内严格

单调时 , 称其为波前解 ;

本文只讨论方程 ( 1)的波前解 , 此时定义 1中的

T= 0, U= 1.

当 zl > - ∞或 zr <+ ∞时 , 行波解 u (z )称为

有限行波解 .本文主要结果如下:

定理　设 g满足条件 ( 2) , 则存在唯一的正常数

c,使得方程 ( 1)具有波速为 c的波前解 , 且当 0 < m

< 1时 , 该波前解为有限行波解 .

文献 [5]中定理 3. 1即为本定理当 n = 0, m = 1

时 ,方程 ( 1)的行波解的存在性 ,其结果是上述定理

的一个特例 ,而本文所用的方法更为简洁 .

1　引理

引理 1　若 u (z ) = u (x+ ct )为方程 ( 1)的波前

解 , 则 c> 0, zr= + ∞且在 (zl ,+ ∞ )内 , u′(z )> 0.

证明 设 a < b ,将方程 ( 1)在 [a,b ]上积分 ,得到

- k (u (b ) )u′(b) + k (u (a) )u′(a) +
c
m

(u
m
(b ) -

u
m
(a) ) =∫

b

a
u
n
(s )g (u(s ) ) ds , ( 4)

取 a= 0,令 b→+ ∞ ,由于∫
b

a
u
n
(s) g (u(s ) ) ds收敛 (可

能为 + ∞ ) , 故 u′(b)当 b→+ ∞时趋于有限极限 ,

由于 u (+ ∞ ) = 1,易知 u′(b )→ 0, b→+ ∞ ,令 b

→ - ∞ ,类似地有 u′(b)→ 0,下面 ,在 ( 4)式中分别令

b→+ ∞ , a→ - ∞ , 可得

c
m

=∫
+ ∞

-∞
u
n
(s )g (u(s ) ) ds,

从而 c > 0.

实际上 , 若存在 z0∈ (zl , + ∞ )使得 u′(z0 ) =

0, 则由于 u (z 0 ) > 0, 由方程 ( 1)有

- k(u (z 0 ) )u″(z 0 ) = u″(z 0 )g (u(z 0 ) ) , ( 5)

我们首先考虑 u (z0 )≠θ的情形 , 若 g(u (z 0 ) ) = 0,

则由初值问题唯一性 , 易知 u(z )≡ u(z 0 ) , z∈ R ,这

与行波解条件 ( 3)不符 . 若 g (u(z 0 ) ) > 0, 则由 ( 5) ,

u″(z 0 ) < 0,从而 u′(z )在 z 0附近小于零 ,这与 u(z )单

调增的性质矛盾 .下面考虑 u (z0 ) = 0情形 ,不妨设

g (θ) > 0, 由于 u单调增 ,故当 z > z0时 ,u (z ) >

u (z 0 ) = θ, 从而 u″(z )对于 z > z0有定义 . 在方程 ( 1)

中 ,令 z→ z0 + , 由于 u′(z 0 ) = 0,故有 u″(z 0+ 0) <

0,从而 u′(z )在 z 0右边附近小于零 , 这也与 u(z )单

调性矛盾 .因而 ,u′(z ) > 0, z∈ (zl , + ∞ ) .

引理 2　设 v = v (z )为初值问题

k (v )v′+ cv
m /m = 0, z < 0,

v ( 0) = θ,
( 6)

的解 , 则当 m≥ 1时 , v (z )在 ( - ∞ , 0)上存在且

v (z ) > 0, z < 0, v ( - ∞ ) = 0;当 m < 1时 ,存在 z 0

< 0使得 v (z 0 ) = 0且 v (z ) > 0, z∈ (z0 , 0) .

证明　当 m≥ 1时 ,不存在 z0 < 0使得 v (z 0 ) =

0,否则由初值问题的唯一性 ,v (z )≡ 0, z≤ 0,这与

v ( 0) = θ矛盾 . 从而总有θ> v (z ) > 0, z < 0. 由解

的延拓定理 , v (z )在 ( - ∞ , 0)上存在且 v (z ) > 0,

z < 0.由 ( 6) , v′(z ) < 0, z < 0, 从而 lim
t→ -∞

v (z )存在 ,

由 ( 6)易证 v ( - ∞ ) = 0.

当 0 < m < 1时 , 设T≤ k (v )≤U,v∈ [0, 1].

则 c
mU

v
m≤ v′≤ c

mT
v
m
,考虑到 v ( 0) = θ, 故有 (θ

1- m
+

( 1 - m )c
mT z )

1
1- m≤ v (z )≤ (θ

1- m

+
( 1 - m )c

mU z )
1

1- m , z

< 0.从而存在 z 0满足 -
m

1 - m
U
c
θ

1- m

≤ z0≤-

m
1 - m

T
c
θ

1- m

,使得 v (z0 ) = 0,因而 v (z ) > 0, z∈

(z 0 , 0) .

引理 3　设 u, c为问题 ( 3)的解 , 则经过平移后

(如有必要 ) , u ,c满足

- (k (u)u′)′+ c(um /m )′= u
n
g(u ) ,u∈ R+ ,

u ( 0) = θ,

u′( 0) =
c
m
θm

k (θ)
,

( 7)
且当 m≥ 1时 , zl = - ∞ ,当 0 < m < 1时 , zl > -

∞ .反之 ,若 u ,c为 ( 7)式的一个解且满足 u′(z ) > 0,

z > 0及 u(+ ∞ ) = 1,则 u可以延拓到成为问题 ( 3)

的一个解 .

证明　若 u ,c为 ( 3)的一个解 ,则对任意实数 a,

u (z + a) ,c也是 ( 3)的一个解 . 因此不失一般性 ,可

设 u ( 0) = θ.从而由 u (z )的单调增性 ,当 z < 0时 ,

u (z ) < θ. 由 g的定义 ,易见 - k (u)u′+ cu
m
/m =

const , z∈ (zl , 0) .令 z→ zl+ ,则 u′(z )→ u′(zl + ) =

0,u(z ) → u(zl + ) = 0. 从而 - k (u( 0) )u′( 0) +

cu
m
( 0) /m = 0,即 u′( 0) =

c
m
θm

k (θ)
,由于当 z∈ (zl , 0]

时 ,u(z )为初值问题

- k (v )v′+ cv
m
/m = 0, z < 0,

v ( 0) = θ,
( 8)

的解 ,由引理 2,当 m≥ 1时 , 必须有 zl = - ∞ , 当 0

< m < 1时 , zl > - ∞ .

反之 , 设 u, c为问题 ( 7)在 R+ 上的解 , 且满足

u′(z ) > 0, z > 0,u(+ ∞ ) = 1.对 u作如下延拓: u(z )

= v (z ) , z∈ (zl , 0) ,u (z ) = 0, z ∈ [- ∞ , zl ]其中

v (z )为初值问题 ( 6)在 (zl , 0)上的解 .当 m≥ 1时 , zl

= - ∞ , 当 0 < m < 1时 , zl为引理 2中的 z0 .由引

理 2,延拓后的 u ,c为 ( 3)式的解 .

由引理 3, 求解问题 ( 3)归结为问题 ( 7)是否存
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在 u及 c满足 u′(z ) > 0, z > 0且 u (+ ∞ ) = 1. 设 u

= u(z )为问题 ( 7)的解 , 若令 p = k (u)u′, 则存在 u

> 0的地方有

u′=
p

k (u )
,

p′=
cp
k (u )

u
m- 1

- u
n
g (u ) ,

( 9)

且 u( 0) = θ, p( 0) =
c
m
θm .

设 D = { (u, p )|0 < u < 1,p > 0} .Γc为方程组

( 9)从 (θ,
c
m
θ
m
)出发的轨线 ,通过简单的相平面分

析 [6 ] ,Γc一定进入区域 D, 且最终只有 3种可能走向:

( i)与直线 u = 1( p > 0)相交后离开区域 D; ( ii)进

入奇点 ( 1, 0) ; ( iii )与 u轴 (θ< u < 1)相交后 ,离开区

域 D.于是问题 ( 3)归结为是否存在 c> 0,使得方程

组 ( 9)从 (θ,
c
m
θm )出发的轨线Γc进入奇点 ( 1, 0) . 记

H+ = {c> 0|Γc与直线 u = 1( p > 0)相交 } , H- =

{c> 0|Γc与 u轴 ( 0 < u < 1)相交 } .

引理 4　 H+ 、 H- 为互不相交的开集 .

证明　由相平面分析易知 H+ ∩ H- =  ,下面

证明 H+ 为开集 .设 c0∈ H+ , 则存在 t1及X> 0, 使

得 t = t1时 , 轨线Γc与直线 u = 1( p > 0)相交 ,而当

t = t 1+ X时 ,Γc∈ D1 = { (u, p )|u > 1, p > 0} . 由

解对参数 c的连续依赖性 ,当 c′充分靠近 c时 , 在 t =

t1+ X时刻 ,也有Γc′∈ D1 , 从而存在 t2 < t1+ X使得

Γc′与直线 u = 1(p > 0)相交 .故 c′∈ H+ .因此 H+

为开集 . 类似地可以证明 H- 也是开集 .

下面证明 H+ 、 H- 均非空 .记Γc的轨线方程为 p

= pc (u ) ,则 pc (θ) =
c
m
θ
m
,且具有斜率

dpc
du

= cu
m- 1 -

k (u)ung (u )
pc

. ( 10)

引理 5　当 c≥ c+ = m
θ
m ( 2∫

1

θ
k (s )s

n
g (s ) ds)

1
2 ,Γc与

直线 u = 1( p > 0)相交 .

证明　当 u > θ时 ,
dpc
du

= cu
m- 1 - k (u )un

g(u )
pc

> - k (u )un
g (u )
pc

, 即
1
2

dp
2
c

du
> - k (u )un g (u) . 记

Wc (u ) =
1
2
p

2
c (u ) ,W 0 (u) =∫

1

u
k (s )s

n
g (s) ds, 则

dW c (u )
du

>
dW 0 (u)

du
, u > θ.又由于 c≥ c+ , 故 Wc (θ)

≥ W 0 (θ) .因此 Wc (u) > W 0 (u) ,u > θ, 即轨线Γc严

格位于曲线 p = ( 2w 0 (u ) )
1
2 之上 , 又由于 p =

( 2w 0 (u ) )
1
2恰好经过奇点 ( 1, 0) . 故Γc必与直线 u =

1( p > 0)相交 .

引理 6　当 c≤ c- = m ( 2∫
1

θ
k (s )s

n
g (s ) ds )

1
2 ,Γc与

u轴 (θ< u < 1)相交 .

证明 　 当 Γc位于区域 D时 ,
dpc
du

= cu
m- 1 -

k (u )u
n g (u )

pc
< cu

m- 1
,可知 pc (u ) <

c
m
u
m
.于是

dWc

du =

1
2

dp
2
c

du = cu
m- 1

pc (u) - k (u)u
n
g (u) <

c
2

m
u
2m- 1

-

k (u )u
n
g (u ) . 记 W 0 (u ) = -

c
2

2m
2 ( 1 - u

2m
) +

∫
1

u
k (s )s

n
g(s ) ds ,则

dWc
du

<
dWo
du

,又由于 c≤ c- ,从而

W c (θ) ≤ Wo (θ) . 故 W c (u) ≤ Wo (u ) , 即 pc (u) <

( 2Wo (u) )
1
2 . 从而轨线 Γc 严 格位于 曲线 p =

( 2Wo (u) )
1
2之下 , 而 p = ( 2Wo (u ) )

1
2恰好经过 ( 1, 0)

点 ,于是Γc与 u轴 (θ< u < 1)相交 .

2　定理的证明

证明　存在性　由引理 4至引理 6, H+ 、 H- 均

为互不相交的开集 ,因而必存在 c> 0使得 c H+ ∪

H- ,对此 c,根据前面讨论 , 方程组 ( 9)从 (θ, c
m
θ
m

)出

发的轨线Γc必进入奇点 ( 1, 0) .于是问题 ( 3)有解 .

唯一性　假设问题 ( 3)存在两个波前解 (c1 ,u1 ) ,

( c2 , u2 ) ,c1 > c2 ,则方程组 ( 9)存在相应于 ci从 (θ,
ci

m
θ
m
)出发进入奇点 ( 1, 0)的轨线Γc

i
( i= 1, 2) .记Γc

i

相应的方程为 pi = pc
i
(u ) , i= 1, 2.由于 pc

1
(θ) =

c1
m
θ
m

>
c2

m
θ
m
> pc2 (θ) ,从而在θ附近有 pc1 (u ) > pc2 (u) .下

证当θ≤ u≤ 1时 , pc
1
(u ) > pc

2
(u) .若不然 ,存在W,θ

<W≤ 1, 使得 pc
1
(u) > pc

2
(u) ,θ≤ u <W, 而 pc

1
(W)

> pc2 (W) ,从而
d
du (pc1 (u) - pc2 (u) )|u=W < 0,但由

( 10) ,
d
du ( pc1 (u) - pc2 (u ) )|u= W= (c1 - c2 )W

m- 1
> 0,

矛盾 .故当θ≤ u≤ 1时 , 总有 pc
1
(u) > pc

2
(u ) .特别

地 , pc1 (u) > pc2 ( 1) , 这与 pc1 (u ) = pc2 ( 1) = 0矛盾 .
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