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摘要　研究核空间的对偶空间的随机微分方程解的性质 , 得到微分方程组解 L 2收敛的条件 ,及在一定条件下解

过程导出的测度 {Pn }为胎紧。
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Abstract　 Character of solution of stochastic differential equation in dual of nuclear space w as stud-

ied. L
2-converg ence condi tion of solution of dif ferential equation g roup w as obtained, and measure

{P
n
} educed by solution process was tight under some condi tion.
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　　由于核空间的对偶空间的广泛性 ,其微分方程有

广阔的应用前景 , 为此文献 [1]中建立了核空间的对

偶空间的随机微分方程 ,并讨论了微方程解的存在唯

一性。本文利用文献 [2 ]中建立的 Ito 分式 ,讨论了随

机微分方程组的解的胎紧性 , 设 (Ф,f)是核空间 ,

q
(n )
s , qs , s∈ R+ 是Ф上的连续 H-半范 ,W

( n)
是一列Ф′-

值广义 Wiener过程 ,且 q
(n)
s < qs ,s∈ [0, T ]。考虑下列

方程组:

dX
(n )
t = Tn ( X

(n)
t , t ) dt+ e(X

(n )
t , t ) iq

(n)
t qtdW

(n )
t ,

X
(n )
0 = x

(n )
, t∈ [0, T ] ,

( 1)

其中: x
(n)
∈ Ju′, n = 1, 2,… ,

Tn (x , t ):Ju′× [0, T ]→Ju′,可测映射 .

T( x , t )满足文献 [1]中 ( 1)式中的条件和微分方

程 [1 ]:

dX t = T(X t , t ) dt+ T( X t , t )dWt ,

X 0 = x , t∈ [0, T ]
( 2)

则有如下命题:

命题 1　假设下列条件成立

( i)
u′(Tn (x , t ) - Tn ( y , t ) )≤ Lu′( x - y ) ,

|e(x , t ) - e( y , t )|q
t
u≤ Lu′( x - y ) ,

 x , y∈ Ju′, t∈ [0, T ] ,

　　u′(Tn ( x , t ) )≤ c( 1+ u′(x ) ) ,|e(x , t )|q
t
u≤ c( 1

+ u′( x ) ) ,　 x ∈ Ju′, t∈ [0, T ] ,

( ii )x
(n )

L2 (K)
x;

( iii)Tn ( x , t )
一致收敛

T(x , t ) ,　 (x , t ) ∈ Ju′×

[0, T ];

( iv )qs ( f , g ) = lim
n→∞

q
( n)
s ( f , g ) , f ,g∈ H, s∈ [0,

T ]且收敛关于 f ,g为一致的 ;

( v )对每一 n(n = 1, 2,… )存在 W
(n)
与独立的广

义 Wiener过程 Z
(n )
使:

W = W
(n )
+ Z

(n )
, n = 1, 2,… .

{X
(n )
t } , {X t }分别表示 ( 1)和 ( 2)的解 ,则:

X
( n)
t

L2

X t , t∈ [0, T ].

证明　 Eu′
2
(X

(n )
t - X t ) = Eu′2 (x

(n )
- x +

∫
t

0
Tn (X

(n )
s , s )ds -∫

t

0
T(X s , s )ds+∫

t

0
e( X

(n)
s , s ) iq(n)

s
qdW

(n )
s

-∫
t

0
e(X s , s )dWs )≤ 3Eu′

2
(x

(n )
- x ) +

3Eu′
2
(∫

t

0
Tn (X

(n )
s , s ) ds -∫

t

0
T(X s , s )ds ) +

3Eu′
2
(∫

t

0
T( X

(n )
s , s ) iq(n)

s
qdW

(n )
s -∫

t

0
T(Xs , s) dWs ) I1+

I2 + I3 ,

由条件 ( ii)知 I1→ 0,n→ ∞ .

I2 ≤ 3T∫
t

0
Eu′

2
(Tn (X

(n )
s , s ) ds - T( Xs , s ) ) ds ≤
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6T∫
t

0
Eu′2 (Tn ( X

(n)
s , s ) ds - T( X

(n)
s , s ) ) ds+

6T∫
t

0
Eu′2 (T( X

( n)
s , s )ds - T(X s , s ) ) ds = o(n) +

6L
2
T∫

t

0
Eu′2 ( X

(n )
s - Xs ) ds,

I3≤ 6Eu′2 (∫
t

0
e(X

(n )
s , s ) iq (n )

s
q dW

(n )
s -∫

t

0
e(Xs ,

s ) iq(n )
s

q dW
(n )
s ) + 6Eu′2 (∫

t

0
e( Xs , s ) iq(n)

s
qdW

(n )
s -∫

t

0
e( Xs ,

s ) dWs ) = 6Eu′2 (∫
t

0
[e( X

(n)
s , s ) - e(X s , s ) ]iq(n)

s
qdW

(n )
s )

+ I4 = 6E(∫
t

0
|[e(X

(n )
s , s ) - e( Xs , s ) ]iq(n)

s
q|

2
i
q
(n)
s

q
ds ) +

I4 ≤ 6E (∫
t

0
|[e(X

(n )
s , s) - e(Xs , s)|

2
q
u
s
ds ) + I4 ≤

6L
2∫

t

0
Eu′2 (X

(n )
s - Xs ) ds+ I4 ,

由文献 [3 ]中命题 3. 7及 ( v )有

q
2
s ( f ) = r

( n) 2

s ( f ) + q
( n) 2

s ( f ) , f ∈ H,其中 r
( n) 2

s ( f )

= E ( Z
(n)
( f ) ) 2 ,

则有:

I4 = 6Eu′2 (∫
t

0
e(Xs , s ) ir(n )

s
q
s
dZ

(n )
) ,

由 q
(n )
s → qs ,易知:

I4→ 0,n→∞ ,

从而有:

Eu′2 (X
(n )
t - X t ) ≤ o(n ) + CL , T∫

t

0
Eu′2 ( X

(n)
s -

Xs ) ds, t∈ [0, T ].

由 Gronw ell不等式知: Eu′2 (X
(n )
t - X t )≤

o(n) e
C
L ,T

t → 0,n→∞ , t∈ [0, T ]即:

X
(n)
t

L2

X t , t∈ [0, T ].

定理 1　在命题 1的假设下 ,并假定 Eu′
2
<∞ ,

x
( n)

L4 (K)
x , X

(n)
为方程 ( 1)的解过程 , P

(n)
为 X

(n )
在

c( [0, T ] ,Ju′) ,导出的测度 ,则 {P
(n)
}为胎紧 .

证明　设 {ai }为Ju的完全正交基 , {ai′}为 Ju′

中的 {ai }的对偶基ck是Ju′到 span{a1′,… ,ak′}上的

正交投影 ,则由文献 [4 ]中定理 4. 9和命题 1,只须证

明下面 3条成立:

1) lim
a→∞

sup
n
P (k: u′(X

(n )
0 (k) ) > a) = 0;

2) lim
k→∞

sup
n
E [ sup

0≤ t≤ T
u′

2
(c

1
k X

(n)
t ) ] = 0;

3)对每个 k,k = 1, 2,… ,存在 C′> 0,使得:

sup
n

E [u′
4
(ckX

(n )
t
1
- ckX

(n )
t
2
) ]≤ C′|t1 - t2|

2
.

下面证明这 3条成立 .

因为 P (k: u′(X
(n )
0 (k) ) > a) = P (k: u′( x

( n)
(k) )

> a )≤ 1
a
2 Eu′2 ( x

( n)
) .

由定理的假设必存在一正常数 M使

Eu′2 (x
(n)
(k) ) < M ,　n = 1, 2,… ,

从而有 1)成立 .

因为 Eu′
2
(X

(n )
T ) = Eu′

2
( x

(n )
+∫

T

0
Tn ( X

(n)
s , s ) ds+

∫
T

0
e(X

( n)
s , s ) iq(n)

s
q
s
dW

(n)
s )≤ 3Eu′

2
( x

( n)
) +

3TE∫
T

0
u′

2
(Tn ( X

( n)
s , s ) )ds+ 3E∫

T

0
|e(X

(n )
s , s ) iq(n)

s
q
s
|
2
q
(n)

s
q
s
ds

≤ 3M + 3TE∫
T

0
C
2
[1+ u′( X

( n)
s ) ]

2
ds+ 3E∫

T

0
C
2
[1+

u′(X
( n)
s ) ]

2
ds ) ≤ 3M + 6C

2
T ( 1 + T ) + 6( 1 +

T )C
2∫

T

0
Eu′2 ( X

(n)
s ) ds.

由 Gronw ell不等式可得:

Eu′2 (X
(n )
T )≤ ( 3M + 6C

2
T
2
+ 6C

2
T ) e

6C
2
T ( 1+ T )

,

从 而有: sup
n

Eu′2 (X
(n )
T )≤ ( 3M+ 6C

2
T
2
+ 6C

2
T )×

e
12C

2
T ( 1+ T )

<∞ ,

即 sup
n
∑
∞

i= 1
E [X

( n)
T (ai ) ]

2
< ∞ .

又 E [ sup
0≤ t≤ T

u′
2
(c

1
k X

(n )
t ) ]= E [ sup

0≤ t≤ T
∑
∞

i= k+ 1
( X

(n)
t (ai ) )

2 ]≤

E [∑
∞

i= k+ 1
sup

0≤ t≤ T
(X

(n )
t (ai ) )

2
]≤ 4∑

∞

i= k+ 1
E (X

(n )
t (ai ) )

2
,

所以

lim
k→∞

sup
n

E [ sup
0≤ t≤ T

u′
2
(c

1
k X

(n )
t ) ]

≤ 4 lim
k→∞

sup
n
∑
∞

i= k+ 1
E (X

(n )
t (ai ) )

2 = 0,

从而有 2)成立 .

由文献 [2 ]中定理 5可有

E [u′
4
(ckX

( n)
t
1
- ckX

( n)
t
2
) ]≤ E [u′

4
(X

(n )
t
1
- X

( n)
t
2
) ]

≤ C
- [1 + Eu′

4
( X

(n)
t
2
) ]|t1 - t2|

2
≤ C

- [1 + ( 1 +

Eu′
4
(x

(n)
) ) e

C
~
T
]|t1 - t2|

2
.

所以　 sup
n
E [u′

4
(ckX

(n)
t
1
- ckX

(n )
t
2
) ]≤ C′|t1 - t2|

2
,

　 k = 1, 2,… .

因此 {P
n
}为胎紧 .

由文献 [4 ]可知本文所得的胎紧性为进一步弱收

敛的证明做好了准备 .
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