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ρ~相依序列加权和的强收敛性
Almost Sure Convergence of Weighted Sums ofρ~ Sequences
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摘要　给出ρ~相依序列加权和的强收敛性的两个充分条件。
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Abstract　 Two suf ficient conditions fo r alm ost sure converg ence of w eighted sum s ofρ~ sequences

w ere giv en.
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1　引理和结论

　　设 {ai: i∈ N }是概率空间 (K,B , P)中的随机变

量序列 , FS = e{ai: i∈ S N }为e-域 ,在 B中给定

e-域 F, R,令

d(F , R)= sup{corr(a,Z): a∈ L2 (F ) ,Z∈ L2 ( R) } ,

Bradley
[1, 2 ]

, Bryc和 Smolenski
[3 ]
使用如下相依系数:

对 k≥ 0,令

d~(k ) = sup{d( FS , FT ): 有限子集 S, T N且

dist( S, T )≥ k } , ( 1)

显然 , 0≤d~(k+ 1)≤d~(k )≤ 1且d~( 0) = 1.这种相

依系数d~(k )与通常的d混合系数有一定的类似 ,但也

不完全相同 .事实上 ,在通常的d混合系数中 ,式 ( 1)

中的 S, T分别是 [1,n ]和 [n+ k ,∞ ]中的子集 .文献

[4]在d~相依序列中得到了与独立情形一致的矩不等

式:

引理 [4 ]　设d~ = d~( 1) < 1,q > 1,X i为e(ai )可

测且 EX i = 0, E|X i|q < ∞ , ( i = 1, 2,… ) ,则存在仅

依赖于d~ ,q的正常数 C ,使 1 < q≤ 2时 ,有:

E|∑
a+ n

i= a+ 1
X i|

q
≤ c∑

a+ n

i= a+ 1
E|X i|

q
, n≥ 1,a≥ 0,

q > 2时 ,有:

E|∑
a+ n

i= a+ 1
X i|

q
≤ c{∑

a+ n

i= a+ 1
E|X i|

q
+ (∑

a+ n

i= a+ 1
EX

2
i )

q /2
} ,

 n≥ 1,a≥ 0.

利用此引理 ,本文在d~相依下讨论加权和的强收

敛性 ,得到如下结论:

定理 1　设d~ = d~( 1) < 1,p≥ 2, X i为e(ai )可

测、均值为零 , sup
i
E|X i|

p
< ∞ ( i = 1, 2,… ) ,如果存

在 0 < θ< 2 /p和常数 k > 0, 0 < d< 1 - θ,使:

∑
n

i= 1
a

2
ni≤ kn

θ
,|ani|≤ kn

-d
, i = 1, 2,… ,n,n≥ 1.

则 Tn ∑
n

i= 1
aniX i /n

1 /p
→ 0, a. s.

定理 2　设d~ = d~( 1) < 1,p≥ 2, X i为e(ai )可

测、均值为零 , sup
i
E|X i|

p

< ∞ ( i = 1, 2,… ) ,如果存

在θ≥ 1(> 1 /p )和 k > 0使 |ani|≤ kn
-θ

,则 Tn 

∑
n

i= 1
aniX i→ 0, a. s.

本文约定: 记号“ ”表示通常的大“O” ; c是与 n

无关的正常数 ,不同之处可取不同的值 ; IA表示集合

A上的示性函数 .

2　定理的证明

定理 1的证明

令 bni = ani /n
1 /p

,Bn =∑
n

i= 1
b

2
ni ,则 Tn =∑

n

i= 1
bniX i ,且

Bn≤ kn
θ- 2 /p

,|bni|≤ kn
-d- 1 /p

,

令

Xni ( 1) = X i I (|bniX i|≤ n
-d

) ,

Xni ( 2) = X i I (|bniX i|> n
-d

) ,

X
-

ni ( j ) = X ni ( j ) - EXni ( j ) ,

Tn ( j ) = ∑
n

i= 1
bniX

-
ni ( j ) , j = 1, 2.
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则 Tn = Tn ( 1) + Tn ( 2) .

要证 Tn→ 0, a. s. 只要证 Tn ( j )→ 0, a. s. j = 1, 2.

1)先证 Tn ( 1)→ 0, a. s.

设 M > p ,由引理 ,有:

P (|Tn ( 1)|> X) = P (|∑
n

i= 1
bniX

-
ni ( 1)|> X) 

E|Tn ( 1)|
M
 {∑

n

i= 1
E|bniX-ni ( 1)|

M
+

(∑
n

i= 1
E (bniX-ni ( 1) )

2
)
M /2

} = ∑
n

i= 1
E (bniX- ni ( 1) )

2
 

|bniX
-

ni ( 1)|
M - 2

+ (∑
n

i= 1
E(bniX

-
ni ( 1) )

2
)
M /2
 n

θ- 2 /p
 

n
-d( M - 2)

+ n
(θ- 2 /p ) M /2

≤ n
-d(M - 2)

+ n
(θ- 2 /p) M /2

,

∵ 0 <θ< 2 /p,∴取 M充分大即有∑
∞

n= 1
P (|Tn ( 1)|>

X) < ∞ ,∴ Tn ( 1)→ 0, a. s.

2)证 Tn ( 2)→ 0, a. s.

令 Tn′( 2) = ∑
n

i= 1
bniX

( 2)
ni , 则 Tn ( 2) = Tn′( 2) -

ETn′( 2) , ( 2)

|ETn′( 2)|= |E∑
n

i= 1
bniXni ( 2)|≤∑

n

i= 1
E|bniXni ( 2)|

≤∑
n

i= 1
E|bniX ni ( 2)|[

|bniX i|

n
-d ]

p - 1
=∑

n

i= 1
E|bniXni ( 2)|

p
n
d( p - 1)

 n
θ- 2 /p

(n-d- 1 /p ) p- 2
n
d(p - 1) = n

θ- 1+ d
→ 0, (n→∞ ) .

( 3)

又

∵ [Tn′( 2) ]
2

= [∑
n

i= 1
bniXni ( 2) ]

2
≤∑

n

i= 1
b

2
ni∑

n

i= 1
X

2
ni ( 2) 

n
θ- 2 /p∑

n

i= 1
X

2
i I (|b

ni
X
i
|> n

-d
) = n

θ- 2 /p∑
n

i= 1
X

2
i I (|X

i
|>

1
k
n

1 /p
) .

而 sup
i
E|X i|

p
<∞ , ( p≥ 2) ,

∴∑
i
P(|X i|> n

1 /p
/k ) < ∞ .

由 Borel-Cantelli引理有:

S = ∑
∞

i= 1
X

2
i I (|X

i
|> n

1 /p
/k) < ∞ , a. s.

∴ Tn′( 2)→ 0, a. s.

即　 Tn′( 2)→ 0, a. s. ( 4)

由 ( 2) , ( 3) , ( 4)有: Tn ( 2) → 0, a. s. 证毕 .

定理 2的证明 　

令

X ni ( 1) = X i I (|a
ni
X
i
|≤n

- d
) ,

X ni ( 2) = X i I (|a
ni
X
i
|> n

- d
) ,

X
-

ni ( j ) = Xni ( j ) - EXni ( j ) ,

Tn ( j ) = ∑
n

i= 1
aniX

-
ni ( j ) , j = 1, 2.

其中d> 0,且为充分小的待定常数 .

1)证 Tn ( 1)→ 0, a. s.

 X> 0和 M > p≥ 2,由引理 ,有:

P (|Tn ( 1)|> X) E|Tn ( 1)|
M
 

∑
n

i= 1
E|aniX- ni ( 1)|

M
+ (∑

n

i= 1
E(aniX- ni ( 1) )

2
)
M /2
 n

-θ( M- 1)

+ n
-θ M

2 ,

取 M充分大 ,即有

∑
∞

n= 1
P (|Tn ( 1)|> X) < ∞ ,

从而 , Tn ( 1)→ 0, a. s.

2)证 Tn ( 2)→ 0, a. s.

令 Tn′( 2) = ∑
n

i= 1
aniX ni ( 2) ,则

Tn ( 2) = Tn′( 2) - ETn′( 2) , ( 5)

|ETn′( 2)|≤∑
n

i= 1
E|aniXni ( 2)|≤∑

n

i= 1
E|aniXni ( 2)|

[
|aniXni|

n
-d ]

p - 1
= ∑

n

i= 1
E|aniX

p
ni ( 2)||ani|

p - 1
 n

d( p- 1)  

n
-θ( p- 1)+ d( p- 1)

→ 0, (n→∞时 ) . ( 6)

[Tn′( 2) ]
2
= [∑

n

i= 1
aniXni ( 2) ]

2
≤∑

n

i= 1
a

2
ni ∑

n

i= 1
X

2
ni ( 2) =

∑
n

i= 1
|ani||ani|∑

n

i= 1
X

2
i I (|a

ni
X
i
|> n

-d
)  n

-θ∑
n

i= 1
X

2
i I(|X

i
|> n

θ-d
/k )

≤ n
-θ∑

n

i= 1
X

2
i I (|X

i
|> i
θ-d

/k ) , ( 7)

记 Yi = X
2
i I (|X

i
|> iθ-d /k) ,Qk = n

-θ∑
n

i= 1
Yi ,由 ( 5) ～

( 7)式知 ,为证 Tn ( 2)→ 0, a. s.

仅需证:

Qn→ 0, a. s. ( 8)

又由 Kronecker引理知: 要证 ( 8)成立 ,只需证

∑
∞

n= 1
Yi /i

θ
< ∞ , a. s.

令 Sn = ∑
n

i= 1
Yii

-θ
,下面只要证明 Sn , a. s. 收敛即可 .我

们用子序列法证明这一点 .

取d> 0和W> 0使 (θ- d) p > 1且

0 < W < min{ 1 /2, ( (θ- d)p - 1) / ( 2+ θ-

2d) } ,

则θW+ (θ- d) (p - 2W) > 1+ 2W.

于是 , m≥ n≥ 1,有

E|Sm - Sn|
W

= E|∑
m

i= n+ 1
Yi i

-θ|
W
≤ E∑

m

i= n+ 1
(Y
W
i i

-θW)

≤ ∑
m

i= n+ 1
E|Yi|

W
/i
θW

= ∑
m

i= n+ 1
E|X

2
i I (|X

i
|> i

θ-d
/k)|

W
/i
θW
≤

∑
m

i= n+ 1
EX

2W
i (
|X i| k

i
θ-d )

p- 2W
/i
θW
≤ ∑

m

i= n+ 1
sup
i
EX

p

i  k
p- 2W
 

i
-θW- (θ-d) ( p- 2W)

 ∑
m

i= n+ 1
i

-θW- (θ-d) ( p- 2W)
≤ ∑

m

i= n+ 1
i

- ( 1+ 2W)
≤

n
-W
→ 0, (当 n→∞时 ) ,

因此 {Sn ; n≥ 1}是 LW中 Cauchy序列 ,从而存在 r. v . S
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使 E|S|
W

< ∞ ,且 E|Sn - S|
W
→ 0, (当 n→∞ 时 ) ,

又 X> 0,

P (|S2
k - S|> X) E|S2

k - S|
W
≤ limsup

n
E|S2

k

- Sn|
W
 ∑

∞

i= 2
k
+ 1

i
- ( 1+ 2W)

 2
- kW

, ( 9)

P ( max
2
k- 1

< n < 2
k
|Sn - S2k- 1|> X) E max

2
k- 1

<n < 2
k
|Sn -

S2
k- 1|

W
 E max

2
k- 1

< n < 2
k
| ∑

n

i= 2k- 1+ 1

Yi i
-θ|

W
≤ E ∑

2
k

i= 2k- 1+ 1

|Yi i
-θ|

W

 ∑
2k

i= 2
k- 1

+ 1

E|Yi i
-θ
|
W
 2

- kW
, ( 10)

由 ( 9) 和 ( 10) 有 Sn→ S, a. s.

从而定理获证 . 证毕 .
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　　∴ t∈ ( 0, 1) , f ( xk + λ-kdk ) = f k + λ-kg
T

k dk +

1
2
λ-k

2
d

T

k 
2
f (xk + tλ-kdk )dk≤ f k -

(g
T

k dk )
2

M‖ dk‖ 2 +

1
2

(g
T

k dk )
2

M
2
‖ dk‖ 4M‖ dk‖

2
≤ f k -

1
2M
V

2
k .

f k+ 1≤ f (xk+ λ
*
k dk )+ Xk≤ f ( xk+ λ-kdk )+ Xk≤

f k -
1

2MV
2
k + Xk .

∴ f k+ 1≤ f 1 - 1
2M∑

k

i= 1

V
2
k + ∑

k

i= 1

Xk .

Let k→∞ , we obtain

∑
∞

k= 1

V
2
k <+ ∞ .
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