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摘要　考虑如下时滞差分方程 x ( n+ 1) - x (n ) = F( n, xn ) ,其中 F: Z+ × Cd (M )→ R ,获得了零解一致稳定与

一致渐近稳定的充分条件 , 并得到不同于文献 [1 ]的一个结果 .
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Abstract　 Consider the following delay difference equation: x (n+ 1) - x (n ) = F (n,xn ) , w here

F: Z+ × Cd (M )→ R, results for unifo rm stabili ty and uniformaly asymptotic stability of the zero

solution of the equation are proved, and a condi tion for stability of the equation dif ferent f rom

references [1] is obtained.
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　　设 Z、 Z
+
分别表示整数集和非负整数集 ,对

于整数 n、m ,n <m ,定义 Z (n )= {n, n+ 1,… } , Z (n,

m )= {n,n+ 1,… ,m } .考虑时滞差分方程

x (n+ 1)- x (n )= F(n, xn ) ,n∈ Z
+ , ( 1)

这里 F: Z+×Cd (M )→R ,Cd ( M )= {h: Z ( - k , 0)→ R

且 max
m∈ Z ( - k, 0)

|h(m )|≤M } , k∈ Z
+

, xn定义为 xn (m )=

x (n+ m ) ,m∈ Z ( - k, 0) .方程 ( 1)的一个特殊形式为

方程

x (n+ 1)- x (n )= - p (n)x (n- k ) ,n∈ Z
+

, ( 2)

其中 p (n ) ≥ 0, 方程 ( 2) 可以看成时滞微分方程

x′( t )= - b( t )x ( t- k) ( 3)

的离散形式 . 文献 [1 ]首先将方程 ( 3) 3 /2稳定性

结果 (参见文献 [2] ) 推广到差分方程 ( 2) , 并指出

了两者结果上的差异 . 最近文献 [3 ]、 [4 ]分别对文

献 [1]的结果作了推广 . 本文将考虑方程 ( 1) 含有

多个时滞的情形 ,获得了零解一致稳定与一致渐近的

充分条件 , 并作为推论 , 获得了一个与文献 [1 ]不

同的关于方程 ( 2) 零解稳定的结果 .

以下设 F (n, h) 满足

-∑
l

i= 1
Ti max

m∈ Z ( - k
i
, 0 )

(h(m ) )≤F (n,h)≤

∑
l

i= 1
Ti max

m∈ Z (- k
i
, 0)

( -h(m ) ) ( 4)

或者

- ∑
l

i= 1
Tim ax { 0, max

m∈ Z ( - k
i
, 0)

(h( m ) ) }≤ F ( n,h)≤

∑
l

i= 1
Ti max { 0, max

m∈ Z ( - k
i
, 0)

(h(m ) ) } , ( 5)

其中Ti∈ R
+ , i= 1, … , l , ki∈ Z

+ , i= 1, … , l. 以

下为叙述方便 , 总假定 1≤ k1≤ k2≤…≤ kl= k , _ 0=

∑
l

i= 1
Ti , _ 1=∑

l

i= 1
Ti (ki+ 1) , 对于实数 a, [a ]表示取 a

的整数部分 .

本文主要结果如下:

定理 1　设 ( 4) 式成立 ,

( i) 若

_ 1≤ 3
2
+ 1

2k
, ( 6)

则 ( 1) 式的零解一致稳定 .

( ii ) 若

_ 1 <
3
2
+

1
2k

, ( 7)

则 ( 1) 式的零解一致渐近稳定 .

定理 2　设 ( 5) 式成立 ,

( i) 若

_ 1≤ 1+
1
k

, ( 8)

则 ( 1)式的零解一致稳定 .

( ii )若

_ 1 < 1+ 1
k

( 9)
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且 max
m∈ Z ( - k, 0)

|hn (m ) - c|→ 0, n→∞ ,其中 c≠ 0,hn∈ Cd

(M )蕴含着

F (n,hn )并不收敛于零 . ( 10)

则 ( 1)式的零解一致渐近稳定 .

定理 3　设 ( 5)式成立 ,且 k≤ 2或 k1≥ [
1
_ 0

]或
1
_ 0

≥ k ,

( i)若 ( 6)式成立 ,则 ( 1)式的零解一致稳定 ;

( ii)若 ( 7)式、 ( 10)式成立 ,则 ( 1)式的零解一致渐

近稳定 .

定理 4　设存在T> 0及 k∈ Z
+ 使得对所有h∈

Cd ( M )有

- Tmax { 0, max
m∈ Z ( - k, 0)

h(m ) }≤ F (n ,h)≤Tmax { 0,

max
m∈ Z (- k, 0)

(- h(m ) ) } . ( 11)

( i)若T(k+ 1)≤ 3
2

+ 1
2k

,则 ( 1)式的零解一致稳

定 ;

( ii )若 T(k+ 1) <
3
2

+
1

2k
且 ( 10)式成立 ,则 ( 1)式

的零解一致渐近稳定 .

定理 4不能为文献 [1 ]的结果所包含 .例如对于

方程 ( 2)零解一致稳定性 .文献 [1 ]对 p (n)附加的条

件为∑
n

i= n - k
p ( i )≤

3
2

+
1

2(k+ 1)
,显然当

1
k+ 1

(
3
2

+

1
2(k+ 1)

) < p(n)≤
1

k+ 1
(

3
2

+
1
2k

)时 ,文献 [ 1]的结果

不适用 ,但由定理 4, ( 1)式的零解一致稳定 .

1　定理证明

引理 1　记 _* =
k+ 1

k
2+ 1

2
(k2 - k )

,k∈ Z ( 3) ,则

V0= sup
k∈ Z ( 3)

{
1
2
k_* (

3
2
+

1
2k

)+
_* 2

4
} < 1.

证明　记 h (k )=
1
2
k_

*
(

3
2

+
1
2k

)+
_

* 2

4
,易验证

h ( 3)、 h( 4)均小于 1.下面考虑 k≥ 5的情况 ,注意 1-

h (k)=
1

4(k2+ 1
2

(k2 - k ) )

(k4 - 4k3- 4k- 1+ ( 5k2 -

4k- 1) 1
2

(k2 - k ) ) ,而当 k≥ 5时 , k
4- 4k

3 - 4k- 1

及 5k
2- 4k- 1均大于零 ,故 h (k ) < 1,k≥ 5,又由于

lim
k→∞

h (k )=
3
4 < 1.从而V0= sup

k∈ Z ( 3)
h (k ) < 1.

以下记‖h‖ i= max
m∈ Z ( - ik, 0)

|h(m ) |, 并约定当 m

> n时 , ∑
n

i= m
p ( i )= 0.

记 N 0= [
1
_ 0

] ,若
1
_ 0
不是整数 ,记 V1= N 0_ 0 .若

1
_ 0

为整数 ,记V1= ( N 0 - 1)_ 0 .易见V1 < 1.当 ( 4)式及 _ 1

≤
3
2
+

1
2k
成立时 ,记V2= ( (k+ 1)_ 0+

k- 1
2k

) ( (k+ 1)

_ 0+ 2- _ 1 ) - 1 ,当 ( 5)式及 _ 1≤ 1+
1
k
成立时 ,记V2=

( (k+ 1)_ 0+
k- 1
k

) ( (k+ 1) )_ 0+ 2- _ 1 )
- 1

,显然有V2

≤ 1.

引理 2　设 ( 4)式、 ( 6)式成立或者 ( 5)式、 ( 8)式

成立 , n1∈ Z (n0+ 2k+ 1) .若有 n∈ Z (n1 ,n1+ k )使得

x ( i )x (n)≥ 0, i∈ Z (n1 ,n) ,而 x (n1- 1)x (n) < 0,则

|x (n)|≤V‖ xn
1
- 1‖ 2 , ( 12)

其中V≤m ax {_ 0 ,
15
16

, V0 , V1 , V2 } ≤ 1.

证明　记X= ‖ xn
1
- 1‖ 2 . 若 ( 12)式不成立 ,则存

在 n3∈ Z (n1 ,n) ,使得|x (n3 )|> VX,而|x ( i )|≤VX≤X,

i∈ Z (n1 ,n3 - 1) .不妨设 x (n3 ) > 0,则 x ( i )> 0, i∈ Z

(n1 ,n3- 1)及 x (n1- 1) < 0.于是存在θ∈ ( 0, 1] ,使得

x (n1 - 1)= -θ(x (n1 ) - x (n1- 1) ) ,

由 ( 1)式、 ( 4)式或 ( 5)式得

|x ( i+ 1) - x ( i )|≤∑
l

i= 1
TiX= _ 0X, i∈ Z (n1- k- 1,

n3- 1) ,

于是

VX< x (n3 )= x (n1 - 1)+ ∑
n

3
- 1

i= n
1
- 1

(x ( i+ 1) - x ( i ) )=

- θ(x (n1 ) - x (n1- 1) )+ ∑
n

3
- 1

i= n
1
- 1

( x ( i+ 1) - x ( i ) )≤_ 0

(n3 - n1+ 1-θ) ,

从而

n3- n1+ 1-θ>
V
_ 0

, ( 13)

记 N= [
V
_ 0

] , 由V的定义 , V≤ 1, 从而 N≤ [
1
_ 0

] =

N 0 , 令 n2= n3- N , 则 n2≥n1且

n3- n2≤V
_ 0

, n3- n2+ 1> V
_ 0

.

再注意到 ( 13) 式 , 故存在Z∈ [0, 1) 使得

n3- n2+ Zλ (n2 - 1) =
V
_ 0

,

其中λ( i )= 1, i∈ Z (n1 ,n3- 1 ) ,λ(n1- 1)= 1-θ.

下面估计 x ( i ) ,当 i∈ (n2 ,n3- 1)时

x ( i )= x (n3 ) -∑
n

3
- 1

j= i
( x ( j+ 1) - x ( j ) ) > VX-X_ 0

(n3 - i )= X(V- _ 0 (n3 - i ) ) ,

当 i∈ Z (n1- k- 1,n1- 1)时

x ( i )= x (n1 - 1)-∑
n

1
- 2

j= i
(x ( j+ 1) - x ( j ) )= -θ
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( x (n1 ) - x (n1 - 1) ) -∑
n

1
- 2

j= i
( x ( j+ 1) - x ( j ) )≥ -Xθ_ 0

- X(n1- 1- i )_ 0= - _ 0X(θ+ n1- 1- i ) ,

令d( i )=

X(V- _ 0 (n3- i ) ) , 　　　　 i∈ Z (n2 ,n3 - 1) ,

　 0,　　　　　　　　　　 i∈ Z (n1 ,n2 - 1) ,

-_ 0Xmin{
1
_ 0

,θ+ n1- 1- i } , i∈ Z (n1- k- 1,n1 - 1),

则d( i )单调增 ,且 x ( i )≥d( i ) , i∈ Z (n1 - k - 1, n3 -

1) .于是

x (n3 ) = x (n1 - 1)+ ∑
n

3
- 1

i= n
1
- 1

( x ( i+ 1) - x ( i ) ) =

∑
n

3
- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) (x ( i+ 1) - x ( i ) )= ∑

n
3
- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) F( i , xi ) .

若 ( 4)式成立 ,则

x (n3 )≤∑
n3- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) (∑

l

j= 1
Tj max

m∈ Z ( - k
j
, 0)

( - x (m+ i ) )≤

-∑
l

j= 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n
1
- 1
λ( i )d( i- kj ) . ( 14)

若 ( 5)式成立 ,则

x (n3 )≤∑
l

j= 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) max { 0, -d( i- kj ) } . ( 15)

下面分几种情况讨论:

情况 1　 k= 1,

由前面的假设 , k1= k2= … = kl= 1, 注意到 n3≤n1+

1从而 , 由 ( 14) 式或 ( 15) 式

x (n3 )≤ -∑
l

j= 1
Tj∑

n
1

i= n
1
- 1
λ( i )d( i- 1)= _

2
0X∑

n
1

i= n
1
- 1
λ( i )

min{
1
_ 0

,θ+ n1 - 1- i }= _
2
0X( min{

1
_ 0

,θ}+ ( 1-θ) min

{
1
_ 0

, 1+ θ} ) .

情况 1. 1　
1
_ 0
≥θ+ 1,

x ( n3 )≤_
2
0X( ( 1-θ) ( 1+ θ)+ θ)≤_

2
0X( 1+ θ)≤

_ 0X.

情况 1. 2　
1
_ 0

<θ+ 1,

x (n3 )≤_
2
0X( ( 1-θ)

1
_ 0

+ θ)≤ (_
2
0θ+ _ 0 ( 1- θ) )X

= ( - (_ 0- _
2
0 )θ+ _ 0 )X≤_ 0X,

从而 ,总有 x (n3 )≤_ 0X≤VX,这与 x (n3 )> VX矛盾 .

情况 2　 k= 2且
1
_ 0
≥ k ,或者 k∈ Z ( 3)且

1
_ 0
≥

1
_*

由 ( 14)式或 ( 15)式 ,

x ( n3 )≤∑
l

j= 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n 1- 1
λ( i ) max { 0, - d( i- kj ) }≤

∑
l

j= 1
Tj ∑

n
1
+ k- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) max { 0, - d( i- kj ) }= ∑

l

j= 1
Tj ( ∑

n
1
+ k

j
- 1

i= n
1
- 1

+

∑
n

1
+ k- 1

i= n
1
+ k

j

)λ( i ) max{ 0, -d( i- kj ) }= -∑
l

j= 1
Tj ∑

n
1
+ k

j
- 1

i= n
1
- 1
λ( i )d( i

- kj )≤_ 0X∑
l

j= 1
Tj ∑

n
1
+ k

j
- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) (θ+ n1 - 1 - i+ kj ) =

_ 0X∑
l

j= 1
Tj (

1
2
kj (kj+ 1)+ θ- θ

2
)≤
_ 0k

2
∑

l

j= 1
Tj (kj+ 1)+

_
2
0

2

≤
_ 0k

2
(

3
2
+

1
2k

)+
_ 2

0

4
,

若 k= 2,由 _ 0≤
1
2

,得到 x (n3 )≤
15
16
X.若 k∈ Z ( 3) ,由

_ 0≤_* ,得到 x (n3 )≤V0X.这都与 x (n3 )> VX矛盾 .

情况 3　k= 2且
1
_ 0

< k或 k∈ Z ( 3)且
1
_ 0

<
1
_* .

我们首先断言在情况 3的条件下 N 0≤ k- 1.实

际上 ,当 k= 2时 ,
1
_ 0

< 2意味着 N 0= [
1
_ 0

]≤ 1= k- 1.

当 k∈ Z ( 3)时 ,由 _*定义 ,易证 _* >
1
k

,从而也有 N 0

≤ k- 1.由于 N≤ N 0 ,故只需考虑 N≤ k- 1情形 .

情况 3. 1　N≤min{k1 ,k- 1}.

x (n3 )≤_ 0X∑
l

j= 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) min{

1
_ 0

, n1 - 1- i+ kj

+ θ}= _ 0X∑
l

j= 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) min{

1
_ 0

, (kj+ 1) - ∑
i

m= n
1
- 1

λ(m ) }≤_ 0X∑
l

j= 1
Tj (

1
_ 0
∑
n

2
- 2

i= n
1
- 1
λ( i )+ ( 1-Z)

1
_ 0
λ(n2 - 1)+

Zλ(n2 - 1) (kj+ 1- ∑
n

2
- 1

m= n
1
- 1
λ(m ) )+ ∑

n
3
- 1

i= n
2

λ( i ) ( kj+ 1-

∑
n

2
- 1

i= n1- 1
λ(m ) -∑

i

m= n2

λ(m ) ) )= _ 0X∑
l

j= 1
Tj (∑

n
2
- 1

i= n 1- 1
λ( i ) (

1
_ 0

- Zλ

( n2 - 1) -∑
n

3
- 1

i= n
2

λ( i ) )+ (kj+ 1-
1
_ 0

)Zλ(n2 - 1)+ ∑
n

3
- 1

i= n
2

λ

( i ) (kj+ 1) -
1
2

(n3 - n2 ) ( n3- n2+ 1) )≤_ 0X∑
l

j= 1
Tj ( ( 1

- θ+ n2- n1 )
1-V
_ 0

+ (kj+ 1-
1
_ 0

) (
V
_ 0

- N )+ N ( kj+

1) -
1
2N (N+ 1) )≤X( (k+ 1) ( 1-V)_ 0+ V∑

l

j= 1
Tj (kj+

1) -V+ N_ 0-
1
2N

( N+ 1)_
2
0 ) .

若 N = 0,则由V的定义 ,不难得到 x (n3 ) <VX,矛盾 .

下面设 1≤N≤k- 1,则

x (n3 )≤X( ( k+ 1) ( 1- V)_ 0+ V∑
l

j= 1
Tj (kj+ 1)+

N_ 0 -
1
2 (N_ 0 )

2 k
k- 1)≤X( (k+ 1) ( 1- V)_ 0+ V(_ 1-
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1)+
k- 1

2k
)= X[ (k+ 1)_ 0+

k- 1
2k

- ( (k+ 1)_ 0+ 1- _ 1 )

V]≤VX.矛盾 .

情况 3. 2　 k- 1≥N≥k1+ 1.

注意到 k= 2时 ,不可能出现情况 3. 2.故以下总假定

k≥ 3.且
1
_ 0
≥

1
_* ,此时 ,存在 j 0 , 1≤ j 0≤ l ,使得 kj0+ 1≥

N≥ kj
0
+ 1.若 ( 4)式成立 ,则由 ( 14)式 ,

x (n3 )= -∑
j

0

j= 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n
1
- 1
λ( i )d( i- kj ) - ∑

l

j= j
0
+ 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n
1
- 1

λ( i )d( i- kj )= I1+ I2 , ( 16)

I1 = - ∑
j
0

j= 1
Tj ∑

n
3
- k

j
- 1

i= n
1
- k

j
- 1
λ ( i + kj ) d ( i ) = -

∑
j
0

j= 1
Tj ∑

n
1
- l

i= n
1
- k

j
- 1
λ( i+ kj )d( i ) -∑

j
0

j= 1
Tj ∑

n
3
- k

j
- 1

i= n
2

λ( i+ kj )d( i )=

I11+ I12 .

若 ( 5)式成立 ,则由 ( 15)式

x ( n3 )≤∑
j
0

j= 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n 1- 1
λ( i ) max { 0, - d( i- kj ) }+

∑
l

j= j
0
+ 1
Tj∑

n
3
- 1

i= n
1
- 1
λ( i ) max { 0, - d( i- kj ) }= ∑

j
0

j= 1
Tj ( ∑

n
1
- 1

i= n
1
- k

j
- 1

+ ∑
n

3
- k

j
- 1

i= n
2

)λ( i ) max { 0, -d( i- kj ) }+ I2= I11+ I2. ( 17)

下面估计 I11、 I12、 I2.对于 I2 ,类似于情况 3. 1,可以证

明

I2≤X∑
l

j= j
0
+ 1
Tj ( (k+ 1) ( 1- V)+ V( kj+ 1) -

V
_ 0

+

k- 1
2k_ 0

) ,

对于 I11、 I12分别有

I11≤X_ 0∑
j
0

j= 1
Tj ∑

n
1
- 1

i= n
1
- k

j
- 1
λ( i ) (θ+ n1 - 1- i+ kj ) =

X_ 0∑
j
0

j= 1
Tj (

1
2 k

j (kj+ 1)+ θ-θ
2
)≤X_ 0∑

j
0

j= 1
Tj (

1
2k

j (kj+ 1)

+ 1
4

) ,

I12≤ -∑
j
0

j= 1
Tj ∑

n
3
- k

j
- 1

i= n
2

λ( i+ kj )d( i )= -X∑
j
0

j= 1
Tj ∑

n
3
- k

j
- 1

i= n
2

λ

( i+ kj ) (V- (n3- i )_ 0 )= -X∑
j
0

j= 1
Tj ∑

n
3
- 1

i= n
2
+ k

j

λ( i ) (V- (n3 -

i+ kj )_ 0 )= -X∑
j

0

j= 1
Tj ( -

_ 0

2
N ( N+ 1)+ V(N - kj )+

_ 0

2

kj (kj+ 1) ) .

因此 ,若 ( 4)式成立 ,由 ( 16)式 ,并注意到 ( 6)式 ,

x (n3 )≤ I1+ I2≤X∑
l

j= 1
Tj ( (k+ 1) ( 1- V)+ V(kj+

1) -
V
_ 0

+
k- 1
2k_ 0

)- X∑
j
0

j= 1
Tj { (k+ 1) ( 1- V)+ V(kj+ 1) -

V
_ 0

+
k- 1
2k_ 0

-
_ 0

4 -
_ 0

2N (N+ 1)+ V(N - kj ) }= X{ (k+

1 )_ 0+
k- 1

2k
+ V(_ 1- 1- (k+ 1)_ 0 } -X∑

j
0

j= 1
Tj { f (N )+

( 1-V) (k+
1
_ 0

- N ) }≤VX-X∑
j
0

j= 1
Tj f ( N ) ,

其中 f ( N )= N+ 1- 1
2_ 0

( 1+ 1
k

) -
_ 0

4
-
_ 0

2 N (N+

1) .

下证 f ( N )≥ 0.

首先我们断言 f (k- 1)≥ 0.实际上 , f (k- 1)= k

-
1

2_ 0
( 1+

1
k

) -
_ 0

4
-
_ 0

2
k (k- 1)=

1
_ 0

(
k
_ 0

-
1
2

( 1+
1
k

)

( 1
_ 0

) 2- 1
4

- 1
2k

(k- 1) )= 1
_ 0

g( 1
_ 0

)≥ 1
_ 0

min{g ( 1
_* ) ,

g(k- 1) }= 0.

下面证明当 N≤ k- 2时 , f (N )≥ 0,

f ( N ) = N+ 1+ k
2(k- 1)_

0N
2 - 1

2_ 0
( 1+ 1

k
) -

_ 0N (N+ 1)+
_ 0

2
( N ( N+ 1)- k

k- 1N
2 - 1

2
)= f 1 (N )

+
_ 0

2
f 2 (N ) .

注意到
1
_ 0

- 1≤ N 0≤
1
_ 0
及 1≤N≤ k- 2且 k≥ 3,因此

f 1 ( N )≥ min { f 1 (
1
_ 0

) , f 1 (
1
_ 0

- 1) } = min {
1

2_ 0

(
1

k- 1
-

1
k

) ,
1

2(k- 1)
(_ 0k+

1
_ 0k

- 2) }≥ 0,

f 2 (N )≥ min{ f 2 ( 1) , f 2 (k- 2) }=
1
2

-
1

k- 1
≥ 0,

故总有 f (N )≥ 0,从而 x (n3 )≤VX.矛盾 .

下面考虑 ( 5)式成立的情况 ,由 ( 17)方程式及上

面的证明 ,并注意到条件 ( 8)式 .

x (n3 )≤X{ (k+ 1)_ 0+
k- 1

2k
+ V(_ 1 - 1- (k+ 1) )

_ 0 }+ (- I12 ) ,

考虑到当 1≤ j≤ j 0时 ,
1
_ 0
≥N 0≥ N≥ kj

0
+ 1,从而

- I12≤X∑
j
0

j= 1
Tj ( -

_ 0

2N
(N+ 1)+ N - kj+

kj
2

)≤X∑
j
0

j= 1
Tj

( -
_ 0

2
N (N+ 1)+ N )≤X∑

l

j= 1
Tj ( -

_ 0

2
N ( N+ 1)+ N )

= X( -
1

2(k- 1)
(N_ 0 )

2
+ N_ 0 )≤

k- 1
2k
X.

故 x ( n3 )≤X( (k+ 1)_ 0+
k- 1
k

+ V(_ 1 - 1- (k+ 1)

_ 0 ) )≤VX.矛盾 .
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其中

E =

1　 0　 0

0　 0　 1

0　 0　 0

,　 A =

-
15
16　　 0　　 0

　　 0　　 0　 -
15
16

　　 0　 - 1　　 0

,

B =

1
2
　 0　 0

0　
1
2
　 0

0　　 0　
1
2

,　‖ ΔB‖ ≤U=
8
5

,

取 W = I , V =
1
2
I ,X= 1,K =

1
4
I ,容易验证定理 1

的条件得到满足 ,由此在控制 u = -
1
4Ex ( t )的作用

下 , ( 9) 的闭环系统是渐近稳定的 .
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　　利用引理 2可以证明在定理 1与定理 2的相应

条件下 , ( 1) 式的零解是一致 (渐近 ) 稳定 . 下面只

给出定理 1与定理 2零解一致稳定性证明 ,关于一致

渐近稳定性的证明 , 注意到在条件 ( 7)、 ( 8)式下引

理 2的γ< 1, 从而可以仿文献 [5]完成证明 , 此处

从略 .

定理 1、 2的一致稳定性证明:

设‖ xn
0
‖ ≤X,其中X≤ M ( 1+ _ 0 ) - 2k ,由 ( 4)式

或 ( 5)式 ,不难得到

|x ( i )|≤ ( 1+ _ 0 )
i
‖ xn0‖ ≤ ( 1+ _ 0 )

i
X, i∈

Z (n0 ,n0 + 2k ) .

下面证明当 n∈ Z (n0+ 2k)时 ,‖ xn‖ 3≤‖ xn - 1‖ 3.

实际上 ,若|x (n )|≤‖ xn‖ 3 ,则存在 i0∈ Z (n - 3k ,

n - 1) ,使得 |x (n0 )|= ‖ xn‖ 3 ,从而 ‖ xn‖ 3 =

|x (n0 )|≤ ‖ xn- 1‖ 3 ,若 |x (n )|= ‖ xn‖ 3 ,则也有

‖ xn‖ 3≤ ‖ xn- 1‖ 3 .若不然 ,‖ xn‖ 3 > ‖ xn - 1‖ 3 ,

从而|x (n)|> ‖ xn- 1‖ 3 ,不妨设 x (n ) > 0,于是 0 <

x (n) - x (n - 1) = F (n - 1,xn - 1 ) .由 ( 4)式或 ( 5)式

可知 ,存在 n1∈ Z (n - k ,n)使得 x (n1 - 1) < 0,而

x (m ) ≥ 0,m ∈ Z (n1 ,n ) . 由 引 理 2, x (n) ≤

V‖ xn
1
- 1‖ 2≤‖ xn

1
- 1‖ 2≤‖ xn - 1‖ .矛盾 .从而当n

∈ Z (n0 + 2k)时 ,总有‖ xn‖ 3≤‖ xn- 1‖ 3成立 ,故

|x (n)|≤ ‖ xn‖ 3≤‖ xn 0+ 2k‖ 3≤ ( 1+ _ 0 )
2k
X,n∈

Z (n0 + 2k ) .由此不难得到 ( 1)的零解一致稳定性 .

关于定理 3的证明: 只需注意在 k≤ 2或 k1≥

[
1
_ 0

]或
1
_ 0
≥ k的条件下 ,要保证引理 2成立 ,只需 _ 1

≤
3
2

+
1
2k

.

关于定理 4的证明: 在条件 ( 11)下 ,定理 4相当

于定理 3中 k1 = k ,_ 0= 2,_ 1= 2(k+ 1)的特殊情况 .
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