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摘要　利用等幂和与判别素数的充要条件 ,获得了 Bernoulli数与判别素数的充要条件 ,得到了整除 Bernoulli数

分子的判别方法 .
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Abstract　We make use of necessary and sufficient condition for discriminant prime numbers and

sum of equal pow ers, gain necessary and sufficient condition for discriminant prime numbers and

Bernoulli 's numbers, w e also abtain discriminant method on the exactly divisible Bernoulli 's

numbers.
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　　等幂和 Sm (n) = 1m+ 2m + … + n
m是一个古老

而有趣的问题 ,它与著名的 Bernoulli数 Bm有着密切
的联系

[1 ]
:

nB2m + mnS2m- 1 (n - 1)

= ∑
m

j= 0

C
2j
2mB2jn

2j
S2m- 2j (n - 1) . ( 1)

等幂和与 Bernoulli数在数论研究中占有极其重

要的地位 ,它们不仅与丢番图方程、 G. Giuga猜想
[ 2]、

Bowen猜想
[3 ]有关 ,而且与判别素数的充要条件等密

切相连 [4, 5 ] . 特别地 , Bernoulli数在 Fermat大定理的

研究中很有用 . 1857年 Kummer证明了
[ 6]
: p > 3为

正规素数的充要条件是: p不整除 Bernoulli数 B2k ( 2

≤ 2k≤ p - 3)的分子 ,并且若 p为正规素数 , 则

Fermat大定理成立 . 1929年 Vandiver证明了
[6 ]
: 若

p
3
不整除 B2pk ( 2≤ 2k≤ p - 3)的分子 ,则 Fermat大

定理成立 . 1992年以来 , 作者对此进行了大量的研

究
[7～ 10 ]

, 求得了前 110个 Bernoulli数的值 , 获得了

Bernoulli数的通解公式及其同余关系 , 从而获得了

G. Giuga猜想与 Bow en猜想的深刻结果 . 本文进一

步获得了 Bernoulli数与判别素数的充要条件 , 从而

获得了整除 Bernoulli数的充要条件及其奇妙性质 .

1　等幂和与 Bernoulli数的同余关系

引理 1
[2 ]　 m≥ 1,n≥ 2,则 n nB2m的分母 .

引理 2
[4 ]
　 p为素数的充要条件是 ,满足

1)当 p - 1 m时 , Sm (p - 1)≡ 0 ( mod p ) ,

2)当 p - 1|m时 , Sm (p - 1)≡ - 1 ( mod p) .

引理 3
[4 ]　奇数 p为素数的充要条件是 ,满足

1)对 2≤ 2m≤
p
5
- 1有 S2m ( p - 1)≡ 0 ( mod

p) ,

2) Sp - 1 (p - 1)≡ - 1 ( mod p) .

引理 4
[7 ]
　m≥ 1, p≥ 3为奇数 ,则

S2m ( p - 1)≡ 2S2m (
p - 1
2

) - 2mpS2m- 1 (
p - 1
2

)

+ p
2
C
2
2m S2m- 2 (

p - 1
2

) ( mod p
3
) , ( 2)

2S2m+ 1 ( p - 1) ≡ ( 2m + 1) pS2m ( p - 1) -

1
2
p
3 C32m+ 1 S2m- 2 ( p - 1) ( mod p

4 ) . ( 3)

定理 1　m≥ 2, p≥ 3为奇数 ,则

S2m ( p - 1)≡ pB2m+ 1
3
p
2 C22m S2m- 2 (p - 1) ( mod

p
3
) , ( 4)

S2m ( p - 1)≡ pB2m+
1
3
p
3 C22mB2m- 2 ( mod p

3 ) .

( 5)

证明　由引理 1有 p
3
|p

2j
B2j ( 2≤ j≤ m ) ,由 ( 1)
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式得

S2m ( p - 1) ≡ pB2m + mp S2m- 1 (p - 1) -

1
6
p
2 C

2
2m S2m- 2 ( p - 1) ( mod p

3 ) . ( 6)

因 m ≥ 2,由 ( 3)得 2S2m- 1 (p - 1)≡ ( 2m -

1) pS2m- 2 ( p - 1) ( mod p
2 ) ,故

2mp S2m- 1 (p - 1) ≡ p
2 C22m S2m- 2 ( p - 1) ( mod

p
3 ) . ( 7)

将 ( 7)式代入 ( 6)式即得 ( 4)式 ,从而 S2m- 2 ( p -

1)≡ pB2m- 2 ( mod p
2 ) ,再代入 ( 4)式即得 ( 5)式 .

定理 2　m≥ 2,p≥ 5为奇数 , p|C22m则

S2m ( p - 1)≡ pB2m+
1
3
p
2
C
2
2m S2m- 2 ( p - 1) ( mod

p
4 ) , ( 8)

S2m ( p - 1)≡ pB2m +
1
3
p
3C22mB2m- 2 ( mod p

4 ) .

( 9)

证明　由引理 1有 p
5|p2jB2j ( 3≤ j≤ m ) ,利用

( 1)式及 B2 =
1
6
, B4 = -

1
30
得

S2m ( p - 1) ≡ pB2m + mp S2m- 1 (p - 1) -

1
6 p

2
C
2
2m S2m- 2 ( p - 1) +

1
30p

4
C
4
2m S2m- 4 (p - 1) ( mod

p
5 ) , ( 10)

因 p|C22m ,故 p|C42m ,p|C32m+ 1 ,由 ( 3)式和 ( 10)式

得

S2m ( p - 1) ≡ pB2m + mp S2m- 1 (p - 1) -

1
6 p

2
C
2
2m S2m- 2 ( p - 1) ( mod p

4
) , ( 11)

2mS2m- 1 (p - 1)≡ pC22m S2m- 2 ( p - 1) ( mod p
4 ) .

( 12)

将 ( 12)式代入 ( 11)式即得 ( 8)式 ,从而 S2m- 2 ( p

- 1)≡ pB2m- 2 ( mod p
3 ) ,再代入 ( 8)式即得 ( 9)式 .

2　 Bernoulli数与判别素数的充要条件

1950年 G. Giuga猜想: p为素数的充要条件是 ,

Sp - 1 (p - 1)≡- 1( mod p) .康继鼎和周国富 [11 ]、王

云葵 [ 8]、周晓东 [12 ]、杨仕椿 [13 ]等人进行了研究 , 1998

年王云葵利用 Bernoulli数获得 G. Giuga猜想的深刻

结果
[5 ]
, 本文获得 G. Giuga猜想的等价命题 .

引理 5
[5 ]　奇数 p为素数的充要条件是 ,满足

1)当 p - 1 2m时 , p与 B2m的分母互素 ,

2)当 p - 1|2m时 , p|(pB2m + 1)的分子 .

引理 6
[5 ]
　奇数 p为素数的充要条件是 ,满足

1)对 2≤ 2m≤
p
5
- 1有 p与 B2m的分母互素 ,

2) p|( pBp - 1 + 1)的分子 .

引理 7
[1 ]
　m≥ 1,设满足 p - 1|2m的所有素数

为 p1 , p2 ,… , ps ,则 B2m的分母是 p1 ,p2 ,… , ps (s≥ 2) ,

并且 B2m = a2m - ∑
s

j= 1

1
pj
,其中 a2m为整数 .

定理 3　奇数 p为素数的充要条件是 ,满足

1)当 p - 1 2m时 , S2m ( p - 1)≡ 0 ( mod p) ,

2)当 p - 1|2m时 , S2m ( p - 1)≡ - 1 ( mod p ) .

证明　对任何奇数 p≥ 3有 p - 1 2m - 1,且

由 ( 3)式有 S2m+ 1 ( p - 1)≡ 0( mod p ) ,故由引理 2即

得证 .

定理 4　奇数 p为素数的充要条件是 ,满足

1)当 p - 1 2m时 , S2m (
p - 1
2

)≡ 0 ( mod p ) ,

2)当 p - 1|2m时 , S2m (
p - 1
2 )≡

p - 1
2 ( mod

p) .

证明　由 ( 2)式对任何奇数 p≥ 3有 S2m ( p - 1)

≡ 2S2m (
p - 1
2

) ( mod p ) ,故 S2m (p - 1)≡ 0 ( mod

p) S2m (
p - 1
2 ) ≡ 0( mod p) , S2m (p - 1) ≡-

1( mod p ) S2m (
p - 1
2

)≡
p - 1
2

( mod p) ,故由定理

3即得证 .

定理 5　m≥ 2, ( p , 3) = 1, p C22m ,则奇数 p为素

数的充要条件是 ,满足

1)当 p - 1 2m - 2时 ,

S2m ( p - 1)≡ pB2m ( mod p
3 ) ,

2)当 p - 1|2m - 2时 ,

S2m ( p - 1)≡ pB2m -
1
3
p
2 C22m ( mod p

3 ) .

证明　因 ( p, 3) = 1, p C22m ,故对任何奇数 p≥

3有

S2m- 2 ( p - 1)≡ 0( mod p) 
1
3
p
2 C22m S2m- 2 (p -

1)≡ 0 ( mod p
3
) ,

S2m- 2 ( p - 1)≡ - 1( mod p ) 
1
3 p

2
C
2
2m S2m- 2 ( p

- 1)≡ - 1
3
p
2 C22m ( mod p

3 ) .

再由 ( 4)式及定理 3即得证 .

定理 6　m≥ 2, (p , 3) = 1, p‖ C22m ,则奇数 p为

素数的充要条件是 ,满足

1)当 p - 1 2m - 2时 ,

S2m ( p - 1)≡ pB2m ( mod p
4 ) ,

2)当 p - 1|2m - 2时 ,

S2m ( p - 1)≡ pB2m -
1
3 p

2
C
2
2m ( mod p

4
) .

证明　由已知条件知 ,对任何奇数 p有

S2m- 2 ( p - 1)≡ 0( mod p) 1
3
p
2 C22m S2m- 2 (p -

1)≡ 0 ( mod p
4
) ,
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S2m- 2 ( p - 1)≡ - 1( mod p) 
1
3
p
2 C22m S2m- 2 ( p

- 1)≡ -
1
3 p

2
C
2
2m ( mod p

4
) .

故由 ( 8)式及定理 3即得证 .

定理 7　 ( 3,p ) = 1,则奇数 p为素数的充要条件

是 ,满足

1)对 4≤ 2m≤
p
5
+ 1有

S2m ( p - 1)≡ pB2m ( mod p
3 ) ,

2) Sp+ 1 ( p - 1)≡ pBp- 1 - 1
6
p
3 ( mod p

4 ) .

证明　由 ( 4)式、 ( 8)式及已知得

S2m- 2 ( p - 1) ≡ 0( mod p ) S2m ( p - 1) ≡

pB2m ( mod p
3 ) ,

Sp - 1 (p - 1)≡ - 1( mod p ) Sp+ 1 ( p - 1)≡

pBp+ 1 - 1
6
p
3 ( mod p

4 ) .

再由引理 3即得证 .

定理 8　 设满足 pi - 1|2m的所有素数 p1 ,p2 ,

… , ps ,则奇数 p为素数的充要条件是 ,满足

1)当 p - 1 2m时 , (p ,p1p2… ps ) = 1,

2)当 p - 1|2m时 ,∑
s

j= 1

p
pj
≡ 1( mod p) .

证明　 由引理 7,B2m的分母是 p1p2… ps ,并且

B2m = a2m - ∑
s

j= 1

1
pj
,a2m为整数 ,故

p与 B2m的分母互素 ( p ,p1p2… ps ) = 1,

p|( pB2m + 1)的分子 ∑
s

j= 1

p
pj
≡ 1( mod p) .

再由引理 5即得证 .

定理 9　 2≤ 2m≤ p
5
- 1,满足 pi - 1|2m ,qi -

1|p - 1的素数分别为 p1 , p2 ,… , ps与 q1 ,q2 ,… ,qr ,则

奇数 p为素数的充要条件是 ,满足

1) ( p, p1p2… ps ) = 1; 2)∑
r

j= 1

p
qj
≡ 1( mod p ) .

证明　类似于定理 8, 利用引理 6、 7即得证 .

3　整除 Bernoulli数的充要条件

1874年 Kummer证明了 164以内的非正规素数

只有 8个: 37|B32 , 59|B4 4 , 67|B58 , 101|B68 , 103|B24 ,

131|B22 , 149|B130 , 157|B62 , 157|B110 .对此我们有

定理 10　m≥ 2, p≥ 5为素数 ,则 p|B2m的充要

条件是 , p - 1 2m , S2m (p - 1)≡ 0( mod p
2
) .

证明　由 ( 4)式对任何素数 p≥ 5有

S2m ( p - 1)≡ pB2m ( mod p
2 ) .

必要性　 p|B2m ,则 p B2m的分母 ,由引理 7,p -

1 2m ,故 S2m ( p - 1)≡ pB2m≡ 0(mod p
2 ) .

充分性　 p - 1 2m则 p B2m的分母 ,由 ( 13)有

pB2m≡ S2m (p - 1)≡ 0( mod p
2
) ,故 B2m≡ 0( mod p ) .

利用定理 5、定理 6,完全类似地有

定理 11　m≥ 2, p≥ 5为素数 , p C
2
2m ,则 p

2
|B2m

的充要条件是 , p - 1 2m ,并且满足 .

1)当 p - 1 2m - 2时 ,

S2m ( p - 1)≡ 0( mod p
3
) ,

2)当 p - 1|2m - 2时 ,

S2m ( p - 1)≡-
1
3
p
2 C22m ( mod p

3 ) .

定理 12　m ≥ 2, p ≥ 5为素数 , p‖ C22m , 则

p
3‖ B2m的充要条件是 ,p - 1 2m ,并且满足

1)当 p - 1 2m - 2时 ,

S2m ( p - 1)≡ 0( mod p
4 ) ,

2)当 p - 1|2m - 2时 ,

S2m ( p - 1)≡-
1
3
p
2 C22m ( mod p

4 ) .

猜想 1　素数 p|2m , p - 1 2m ,则必有 p|B2m .

猜想 2　p为素数 ,p - 1 2m ,则

B2mp≡ pB2m ( mod p
2
) .
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