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Periodic Solution of a Predator-Prey Nonautonomous
System withⅡ Type Functional Response and Graze

罗志宏

Luo Zhihong

(中山大学计算中心　广州市新港西路 135号　 510275)

( Com puting Center, Zhong shan Univ. , 135 West Xinganglu, Guang zhou, Guangdong , 510275, China)

摘要　应用不动点定理和 V-函数法 ,证明第Ⅱ类功能性反应的捕食与被捕食 (有放养的 )非自治系统存在唯一

的全局渐近稳定的正周期解 .
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Abstract　 A predator-prey nonautonomous system with Ⅱ type functional response and g ra ze is

discussed. The existence, uniqueness and g lobal asymptotic stability of a positive periodic solution are

proved by using the fix ed point theorem andV-function m ethod.
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　　文献 [1 ]对功能性反应的捕食与被捕食的自治

系统:

　　
x = x (a - bx ) - h( x )y

y = y ( - d + eh(x ) - Uy )
, ( 1)

分类讨论了其解的一些性质 ,其中 x ( t )和 y ( t )分别

表示被捕食者和捕食者种群在时刻 t的密度 ,h( x )表

示捕食率 ; ( 1)中所有参数均为正常数 .当 h( x ) =

Tx / ( 1+ wx )时 , ( 1)称为第 Ⅱ 类功能性反应系统 .

本文拟讨论相应的有放养的非自治系统:

　

x = x (a( t ) - b( t )x ) - T( t) x y /( 1+ w ( t )x ) + h (t ) ,

y = y ( - d ( t) + e (t )T( t )x /( 1+ w (t ) x ) - U( t ) y ) ,

x ( 0) > 0,　 y ( 0) > 0 ,

( 2)

其中 ,所有系数均为连续、具正下界的k周期函数 .对

于任何有界函数 f ( t ) ,全文采用记号 f
-

= sup{ f ( t ) } ,

f
-

= inf { f ( t ) }.

　　引理 1　 设 e
-T

-

> w- d- ,且 H1 , H2满足:

　　 H1 = (a-+ b- h
-) /b- , H2 > (e-T

-

- w- d- ) /w- U- ,

( 3)

则K= { (x , y )∈ R
2
+ |0 < x≤ H1 , 0 < y≤ H2 }是

系统 ( 2)的最终有界集 .

证　 设 (x ( t ) , y ( t ) )为系统 ( 2)的任一正初值

解 ,与文献 [2]引理 1的证明相仿 ,可得 R
2
+ = { (x ,

y )|x > 0,y > 0}是 ( 2)的正向不变集 .故由 ( 2)的第

1式 ,有

　　 x ≤ x (a-- b-x ) + h-, ( 4)

记 x
* = (a-+ a

-2 + 4b- h
-

) /2b- ,则由 x ( t )≥ H1 (>

x
* )代入 ( 4) ,可得

　　 x ( t )≤ H1 (a-- b- H1 ) + h
-
 - λ1 < 0,

故存在 T1≥ 0,使当 t≥ T1时 0 < x ( t )≤ H1 .

又由 ( 2)的第 2式 ,有

　　 y ≤ y (e-T
-

/w- - d- - U- y ) ,

则当 y ( t )≥ H2时 ,有

　　 y ( t )≤ H2 (e-T
-

/w- - d- - U- H2 ) - λ2 < 0,

所以存在 T2≥ T1 ,使当 t≥ T2时 0 < y ( t )≤ H2 .

由上可知 ,存在 T2≥ 0,使当 t≥ T2时 0 < x ( t )

≤ H1 , 0 < y ( t )≤ H2 ,即 K是系统 ( 2)的最终有界

集 .

定义　若存在紧区域 S R
2

+ ,使得对 ( 2)的满

足正初值的任何解 Z ( t ) = (x ( t ) , y ( t ) ) ,存在 T≥ 0,

当 t≥ T时均有 Z ( t )∈ S ,则称 ( 2)是一致持久的 .

引理 2　设条件 ( 3)成立 ,且Z1、Z2满足:
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0 < Z1 < ( a- + a-

2
+ 4( b

-

+ T
-

H2 ) h- ) /2( b
-

+ T
-

H2 )

0 < Z2 < ( e- T- Z1 - ( 1+ w-Z1 ) d
-

) /U
-

( 1+ w
-

Z1 )

,

( 5)

则 S = { (x , y )∈ R
2
+ |Z1≤ x≤ H1 ,Z2≤ y≤ H2 }是

( 2)的最终有界集和不变集 ,从而 ( 2)是一致持久的 .

证　首先 ,由引理 1知 ,存在 T2≥ 0,使当 t≥ T2

时有 0 < x ( t )≤ H1 , 0 < y ( t )≤ H2 .于是 ,由 ( 2)的

第 1式 ,有

　　 x ≥ x ( a- - b
-

x - T
-

H2x ) + h- ,

记 _ 1 = min{Z1 ( a- - b
-
Z1 - T

-
H2Z1 )+ h- ,h- } ,则由条件

( 5)知 ,当 0 < x ( t )≤Z1时有

　　 x ( t )≥ _ 1 > 0,

故存在 T3≥ T 2 ,使当 t≥ T3时 x ( t )≥Z1 .

因为h( x ) = x / ( 1+ w
-
x )是 x的递增函数 ,故对

于 x≥Z1有h(x )≥h(Z1 ) ,所以当 t≥ T3时 ,由 ( 2)的

第 2式 ,有

　　 y ≥ y ( e- T- Z1 /( 1+ w-Z1 ) - d
-

- U
-

y ) ,

记 _ 2 = Z2 ( e- T- Z1 / ( 1+ w-Z1 ) - d
-

- U
-

Z2 ) ,则由条件

( 5)知 ,对于 0 < y ( t )≤Z2有 y ( t ) > 0,且 y ( t )|y=Z
2

≥ _ 2 > 0.因此 ,存在 T4≥ T 3 ,使当 t≥ T4时 y ( t )≥

Z2 .

综上所述 ,若初值 Z0 = Z ( 0) = ( x0 , y0 )∈ S ,则

可取 Ti = 0( i= 1,… , 4) ,于是 ,对于 t≥ 0, Z ( t; 0, Z0 )

∈ S,即 S是 ( 2)的最终有界集和不变集 ;系统 ( 2)是

一致持久的 .

定理 1　若周期系统 ( 2)满足条件 ( 3)和 ( 5) ,则

( 2)至少有一个正的周期解 .

证　设 Z ( t , Z0 )是系统 ( 2)满足初值 Z0∈ R
2

+ 的

解 ,则由引理 1和引理 2的证明过程可知 ,若 ( 2)的解

Z ( t , Z0 )的初值 Z0 = Z ( 0)∈ S,则对于 t≥ 0, Z ( t , Z0 )

∈ S;因此 Poincare′映射

A: Z0|→ Z (k, Z0 ) ;

将有界凸闭集 S映入自身 .由解对初值的连续依赖性

知算子 A是连续的 ,故根据 Brouw er不动点定理 , A

至少有一个不动点 Z
~ ∈ S,所以 Z ( t , Z~ )是 ( 2)的正k

周期解 .

定理 2　设系统 ( 2)满足条件 ( 3)和 ( 5)以及

　　
b- + h- /H

2
1 > e

-T
-

+ T
-

w
-

H2

U- > T
-
+ T

-
w
-

H1 ,
( 6)

则 ( 2)存在唯一的全局渐近稳定的正周期解 .

证　由定理 1知 ,系统 ( 2)至少存在一个正的k

周期解 (x ( t ) , y ( t ) ) .现设 (u( t ) ,v ( t ) )是系统 ( 2)具

正初值的任一解 ,则由引理 1和引理 2的证明过程

知 ,可不妨设 (x ( t ) , y ( t ) ) , (u ( t ) ,v ( t ) ) ∈ S, t≥ 0.

考虑 Liapunov函数:

V ( t ) = |lnu ( t ) - lnx ( t )|+ |lnv ( t ) - lny ( t )|,

则可得 V ( t )沿系统 ( 2)的上右导数有估计式:

D
+

V ( t ) = sgn(u( t ) - x ( t ) ) (u ( t ) /u( t ) -

x ( t ) /x ( t ) ) + sgn(v ( t ) - y ( t ) ) (v ( t ) /v ( t ) -

y ( t ) /y ( t ) )≤ - (b-+ h- /H
2
1 - e

-
T
-

- T
-
w
-

H2 )|u( t ) -

x ( t )|- (U- - T
-

- T
-
w
-
H1 )|v ( t ) - y ( t )|≤- V(|u ( t )

- x ( t )|+ |v ( t ) - y ( t )|) < 0,

其中 V= min{ (b- + h- /H
2
1 - e

-

T
-

- T
-

w
-

H2 ) , (U- - T
-

-

T
-

w
-

H1 ) } > 0, (由 ( 6) ) .于是 ,由微分不等式定理 ,得

V ( t ) + V∫
t

0
(|u(f) - x (f)|+ |v (f) - y (f)|) df

≤ V ( 0) , t≥ 0.

因此 ,有

∫
+ ∞

0
(|u (f) - x (f)|+ |v (f) - y (f)|) df≤

+ ∞ .

　　由于 (x ( t ) , y ( t ) ) , (u ( t ) ,v ( t ) )均在 [0, + ∞ )上

有界 ,故由系统 ( 2)知其导函数也在 [0, + ∞ )上有

界 ,所以|u( t ) - x ( t )|+ |v ( t ) - y ( t )|在 [0, + ∞ )

上一致连续 .

　　因此 ,由 Barbalat定理 [3]知:

lim
t→+ ∞
|u ( t ) - x ( t )|= 0, lim

t→+ ∞
|v ( t ) - y ( t )|= 0.

从而 ,系统 ( 2)是全局渐近稳定的 , 且其周期解是唯

一的 .
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