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3p阶 Frobenius群的非弱 3-DCI性*

The Nature of Non-weak 3-DCI
in Frobenius Group with 3p Order
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摘要　构造 3p阶 Frobenius群的 2个非 CI的 3元生成子集 ,从而说明这类 Cayley图是非弱 3-DCI的 .

关键词　 Cayley图　 Frobenius群　生成子集

中图法分类号　 O 152. 1

Abstract　 Tw o three-element g enerating subsets being non-CI -subset for Frobenius g roup w ere

giv en, so that Cay ley g raph of the g roup is non-weak 3-DCI -g roup.

Key words　 Cayley graph, Frobenius g roup, g enerating subset

1　记号与定义

记号 1　设 G是有限群 ,记:

( i) G# = G\ { 1} ;

( ii)g∈ G, R (g ): x|→ xg , x∈ G, R ( G) =

{R (g )|g∈ G} , R ( S) = {R (s )|s∈ S }.

定义 1　设 G是有限群 ,任取 S G
#

,则可构造

著名的 G关于 S的 Cayley图 X = Cay (G, S):

V (X ) = G, E (X ) = { ( g , sg)|g∈ G,s∈ S} .

性质 1　 Cayley图是点传递图 (因为 R (G) 

Aut(X ) ) ,且

Cayley图 Cay( G, S)是连通的当且仅当〈S〉= G.

定义 2　 ( i)在 G
# 的子集中利用群自同构定义

一种等价关系:

S , T G
# , S与 T是群同构的  T∈ Aut(G) ,

S
T= T .

这个关系称为群同构关系 ,所得到的等价类称为

群同构类 .

( ii)在 G
#
的子集中通过图同构也可定义另一种

等价关系:

S , T G
# , S与 T是图同构的  Cay( G, S ) 

Cay( G, T ) .

这个关系称为图同构关系 ,在本文中记为 ～ ,所

得到的等价类称为图同构类 .

显然 ,G# 中 2个子集如果是群同构的则必然也

是图同构的 ,反之不一定成立 .于是图同构类通常是

若干个群同构类的并集 .因此 ,可定义群的 CI-子集 .

定义 3　设 G是有限群:

( i)设 S G
#

,如果 S所在的图同构类恰好也是

群同构类 ,则称 S是 G的 CI-子集 .事实上 S是 CI-子

集的定义也可以等价表述为:

 T  G
#

, Cay (G, S)  Cay( G, T )  T∈
Aut( G) , ST= T .

( ii )如果  S G
# , S是 CI-子集 ,则称 G是

DCI-群 .

( iii)如果 S G
# ,|S|≤ m , S是 CI-子集 ,则

称 G是 m-DCI-群 .

( iv )如果 S G
#

,|S|≤ m ,〈S〉 = G, S是 CI-

子集 ,则称 G是弱 m-DCI-群 .

文中所引用的其他一些记号若未加说明或有关

群的浅显结论均出自文献 [1] , 仅此说明 .

由于 DCI-群已比较稀少 [2～ 5 ] ,人们往往着重寻

找 m-DCI群
[ 6～ 8]
甚至弱 m-DCI群

[8～ 10 ]
.

当 m较小时 ,弱 m-DCI性较容易解决 .事实上 ,

由 Babai引理 ,当 m小于群阶的最小素因子时 ,该群一

定是弱 m-DCI的 [引理 4的推论 ].但当 m稍大一些

时 ,问题则不然 .本文构造了 3p阶 Frobenius群的一

个非 CI的 3元生成子集 [定理 1] ,从而说明这类

Cay ley图是非弱 3-DCI的 .

2　主要引理

引理 1　设 G为 3p阶 Frobenius群 , 即
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G= 〈a,b|a
3
= b

p
= 1,a

- 1
ba = b

r
〉 , (其中 p是大

于 3的素数 ,且 r > 1, r
3
≡ 1( mod p ) ,则

( i)b
j
a
i
= a

i
b
jri

;

( ii) (a
i
1b

j
1 ) (a

i
2b

j
2 ) = a

i
1
+ i

2b
ri2j

1
+ j

2 ;

( iii) G′= 〈b〉;

( iv) k , (abj ) k = a
k
b
j
rk- 1
r- 1 ;

(v ) i,|abi|= |a2
b
i|= 3.反之 , G中所有 3阶元

均形如 ab
i或 a

2
b
i .

证 　 ( i )由 a
- 1
ba = b

r ,则 a
- i
ba

i = b
r
i

,即 ba
i =

a
i
b
ri

,

而 b
j
a
i = b

j- 1
ba

i = b
j- 1

a
i
b
ri = b

j- 2
a
i
b

2ri = … =

a
i
b
jr
i

.

( ii)由 ( i) ,b
j
1a

i
2 = a

i
2b

r
i2j1

,即得 ( ii ) ;

( iii)由 b
r- 1 = [b,a ]∈ G′,显然有〈b〉= 〈br- 1〉≤

G′.

反之 ,G /〈b〉为 3阶交换群 ,从而又有 G′≤〈b〉.

( iv)用归纳法证:当 k = 1时显然成立 ,则

(abj )k+ 1 = (abj ) (akbj
r
k

- 1
r- 1 ) = a(bjak )bj

r
k
- 1

r- 1 =

a
1+ k

b
jrk

b
j
rk - 1
r- 1 = a

k+ 1
b
j
rk+ 1- rk+ rk- 1

r- 1 = a
k+ 1

b
j
rk+ 1- 1
r- 1 .

(v ) i, (abi ) 3 = a
3
b
i
r3- 1
r- 1 = 1.

由引理 1之 ( ii) ,显然有:

推论　条件同引理 1:

( i) (abi ) (akbj ) = a
k+ 1

b
r
k
i+ j , (a2

b
i ) (akbj ) =

a
k- 1

b
rk i+ j

;

( ii)b
r+ 1

a = ab
- 1

;

( iii)ba2 = a
2
b

- 1- r ,br+ 1
a

2 = a
2
b

- r .

(k = 0, 1, 2.　 i , j = 0, 1,… , p - 1)

证　 ( i)由引理 1之 ( ii )直接得 ;

( ii)仍由引理 1之 ( ii) ,先得 b
r+ 1

a = ab
r2+ r ,

都有 p|(r2 + r + 1) r
2 + r≡ - 1( mod p)即

得 ;

( iii)同 ( ii )理 , r
2
≡ - 1 - r ( mod p) , r

2
+ 1≡ -

r ( mod p) ,则

ba
2
= a

2
b
r2

= a
2
b

- 1- r
,b

r+ 1
a

2
= a

2
b
r3+ r2

= a
2
b

1+ r2

=

ab
- r .

证毕 .

引理 2　条件同引理 1,若取定 u( 0≤ u < p ) ,及

v ( 1 < v < p ) ,

定义映射 T: aibj|→ (abu )i (bv ) j ( i = 1, 2, j = 0, 1,

… , p - 1) .

则映射 a∈ Aut( G) .

证　 ( i)由引理 1之 ( iv ) ,|abu|= 3及|bv|= p,

即 ab
u ,bv仍为群 G的生成元 .

( ii ) 由 引理 1之 ( i) , 有 b
v
a = ab

vr
, 于是

(ab
u
)

- 1
b
v
(ab

u
) = b

- u
a

- 1
ab

vr
b
u

= b
- u
b
vr
b
u
= (b

v
)
r
.即 a,

b的象 ab
u ,bv仍满足生成关系 ,说明T∈ Aut(G) ,证

毕 .

引理 3　条件同引理 1,不存在 a到 a
2
b
i
( i = 0, 1,

… , p - 1)的自同构映射 .

证　用反证法 ,假设 T∈ Aut( G) ,T(a) = a
2
b
i ,

并由 |T(b )|= |b|= p, 故  j ,T(b) = b
j
, 但

T(a
- 1

)T(b)T(a) = (b
- i
a)b

j
(a

2
b
i
) = b

- i
a (b

j
a

2
)b

i
= b

jr2

≠T(br ) .

即T不保持生成关系 ,与T∈ Aut( G)矛盾 .证毕 .

引理 4( Babai)　设 S G
#

,X = Cay ( G, S) , A=

Aut( X ) ,则

S是 CI-子集  e∈ Sym (G) (e- 1
R (G)e≤ A ) ,

必

 T∈ A ,e- 1
R( G)e= T- 1

R (G)T.

推论　条件同引理 1,则 G的 2元生成子集均是

CI-子集 .

证　设〈S〉 = G,|S|= 2.由于奇数阶 Hall子群

都是共轭的 [11 ] ,故只需证 R (G)是 A = Aut (X )的

Hall子群 ,即只需证 R ( G)的阶 3p与 A的点稳定子群

A1的阶互素 .

反证法　若 ( 3p ,|A1|)≠ 1,则 A1中必含 3阶元

或 p阶元 ,记为T,由|S|= 2,T必不动 S中所有点 ,但

〈S〉 = G,则T也不动 G中所有点 ,矛盾 .证毕 .

3　主要结论

　　由引理 4之推论 , 3p阶 Frobenius群是弱 2-DCI

群 .但下述定理却说明它不是弱 3-DCI的:

定理 1　 设 G为满足引理 1条件的 3p阶

Frobenius群 ,特取 S = {a,ab,abr+ 1 } , T = {a2 ,a2
b,

a
2
b
r+ 1 } ,记 X = Cay( G, S ) ,Y = Cay( G, T ) ,则

Cay (G, S ) Cay( G, T ) ,但不存在T∈ Aut(G) ,

使 S
T

= T .

证　首先 ,群 G的元素 (即 Cayley图的点 )可划

分为 3种情形: bi ; abi ; a2
b
i ( i = 0, 1,… , 6) .

为证 Cay (G, S) Cay( G, T ) ,定义e∈ Sym (G)

如下:

e(bi ) = b
i ,e(abi ) = a

2
b
i ,e(a2

b
i ) = ab

i- r ( i = 0, 1,

… , 6) .

往证在 e的作用下图 Cay (G, S) 的边映成图

Cay ( G, T )的边 .

事实上 ,由 S的构成及定义 1,图 X = Cay (G, S)

的边有 3种生成形式 ,即:

( g ,ag ) , ( g, (ab) g ) , (g , (abr+ 1 )g ) (g∈ G) .
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而 g可分别取为: b
i
;ab

i
; a

2
b
i
( i = 0, 1,… , 6) ,

于是由引理 1的推论 , E (X )可细分为如下 9种:

( i) (bi ,abi ) ; ( ii) (abi ,a2
b
i ) ; ( iii) (a2

b
i ,bi ) ; ( iv ) (bi ,

ab
1+ i ) ; (v ) (abi ,a2

b
r+ i ) ; (vi ) (a2

b
i ,b- 1- r+ i ) ; (vii) (bi ,

ab
r+ 1+ i ) ; (viii ) (abi ,a2

b
- 1+ i ) ; ( ix ) (a2

b
i ,b- r+ i ) .

同理 ,由 T的构成 ,图 Y = Cay( G, T )的边 E( Y )

也可细分为如下 9种:

( i) (bi ,a2
b
i ) ; ( ii) (abi ,bi ) ; ( iii) (a2

b
i ,abi ) ;

( iv) (bi ,a2
b

1+ i ) ; (v ) (abi ,br+ i ) ;

(vi) (a2
b
i ,ab- 1- r+ i ) ; ( vii ) (bi ,a2

b
r+ 1+ i ) ;

(viii ) (abi ,b- 1+ i ) ; ( ix ) (a2
b
i ,ab- r+ i ) .

为证e( E( X ) ) E( Y ) ,仍细分 9种情形讨论:

( i)e( (b
i
,ab

i
) ) = (b

i
,a

2
b
i
)属 E( Y )之 ( i) ;

( ii)e( (ab
i
,a

2
b
i
) ) = (a

2
b
i
,ab

i - r
)属 E( Y )之 ( ix ) ;

( iii)e( (a
2
b
i
,b

i
) ) = (ab

i- r
,b

i
)属 E (Y )之 (v ) ;

( iv)e( (b
i
,ab

1+ i
) ) = (b

i
,a

2
b

1+ i
)属 E( Y )之 ( iv) ;

(v )e( (ab
i
,a

2
b
r+ i

) ) = (a
2
b
i
,ab

i
)属 E (Y )之 ( iii) ;

(vi)e( (a
2
b
i
,b

- 1- r+ i
) ) = (ab

i- r
,b

- 1- r+ i
)属 E( Y )

之 ( viii) ;

(vii)e( (bi ,abr+ 1+ i ) ) = (bi ,a2
b
r+ 1+ i )属 E( Y )之

(vii) ;

(viii )e( (abi , a2
b

- 1+ i ) ) = (a2
b
i ,ab- 1- r+ i )属 E( Y )

之 ( vi) ;

( ix )e( (a2
b
i ,b- r+ i ) ) = (abi- r ,b- r+ i )属 E( Y )之

( ii) ;

至此e( E( X ) ) E( Y ) ,验证完毕 ,故有 Cay( G,

S ) Cay( G, T ) .

最后由引理 3,显然不存在T∈ Aut( G) ,使 S
T

=

T!

证毕 .

注意 {a,ab,abr+ 1}与 {a2 ,a2
b,a2

b
r+ 1 }都是 3p阶

Frobenius群 G的 3元生成子集 ,但由定理 1,它们却不

是 CI-子集 , 因此 , 本文的主要结论表明: 3p阶

Frobenius群并不是弱 3-DCI的 .
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简单验血可发现早期癌症

据 《科学时报》 2000年 5月 2日报道 , 一种简称为 TSGF的肿瘤相关物联合检测试剂盒已被批准为国家体

外检测试剂第一类。它的出现 , 使癌症早期广谱检测成为可能。据了解 , 该产品是国家火炬计划项目最新科技

成果之一 , 也是迄今为止获国家药品监督管理局批准的惟一的第一类肿瘤检测试剂。

恶性肿瘤是威胁人类健康的最大顽疾之一 , 能否在癌症的早期发现其症状并及时加以治疗 , 是人们梦寐

以求的目标。福建新大陆生物技术有限公司在国际上已有的肿瘤相关物质识别和肿瘤检测技术研究的基础上 ,

邀请数批华裔科学家合作 , 经过 6年的研究 , 确定了数种国际公认的与多种恶性肿瘤相关的物质 , 并研制成功

与这些物质共同作用的特定显色剂和分析技术 ,实现了在同一检测体系下对多种肿瘤相关物质检测的可能 ,使

医生通过简单的验血就可以发现多种癌症。经过北京、 上海、 山东、 湖南、 江苏等逾百家三甲医院的数万例临

床验证 , TSGF的检测灵敏度和特异性分别高达 86%和 97% , 临床医生和许多肿瘤专家认为 , TSGF检测试剂

对早期广谱癌症检测具有巨大的应用价值 , 适用于恶性肿瘤临床早期辅助检查、 癌症预防普查、 癌症患者病

情监测和术后放化疗后的动态观察。该试剂盒的研制成功 ,标志着恶性肿瘤的早期诊断技术取得了重大的突破

性进展。并使我国的肿瘤早期检测试剂研究开发进入了国际领先水平。
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