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摘要　讨论同分布负相关随机 ( N A) 序列的完全收敛性 , 所得结果改进和加强了 Ka tz和 Baum在文献 [1 ]的

著名结果 .

关键词　负相关随机序列　完全收敛性　矩条件

中图法分类号　 O 174

Abstract　 The com plete conv ergence of random sequence for identically dist ributed negatively

associated ( IDN A) is discussed. The result in reference [1 ] for iid random sequence is improved.
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　　许宝禄和 Robbins于 1947年引入完全收敛性概

念以来 ,在 iid情形已解决得相当完美 ,例如 Baum和

Katz[ 1] , 白志东和苏淳 [ 2]等 , 最经典的结果当首推

Baum和 Katz
[1 ]

( 1965年 ) 的著名定理:

定理 A　设 {X i , i≥ 1} iid, T>
1
2 , Tp> 1, 且

当T≤ 1时 , 进一步假设 EX 1= 0, 则下叙述等价:

E|X 1|p <∞ ,

　　∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

P ( max
1≤ j≤ n
|Sj|≥Xn

T
) <∞ ,  X> 0.

Joag-Dev 和 Proschan
[3 ]
在 1983年 提 出 N A

( Negativ ely Associated) 随机变量的概念 , 它在可靠

性理论、多元统计分析及渗透理论等方面有广泛的应

用 , 引起了许多学者的研究 , 特别是我国的苏淳、王

岳宝等人在这方面作了许多研究 ,获得了一系列的成

果 , 其中关于完全收敛性的有文献 [4, 5 ] , 但文献

[4, 5]的结果都不够广泛 , 没有达到文献 [1] 定理

A的结果 ; 本文所获结果完善了文献 [4, 5 ]的相应

结果 , 达到并加强了文献 [1 ] 定理 A的结果 .

1　定义及引理

为行文方便 , 本文一律以 C记与 n无关的正常

数 , 不同之处可取不同的值 , 符号 “ < <” 表示通常

的大 “ O” .

定义　随机变量 X 1 ,X 2 ,… , Xn称为 N A的 ,如

果对 { 1, 2,… ,n}的任何两个非空不交子集 A1、 A2均

有

Cov ( f 1 (X i: i∈ A1 ) , f 2 ( X j: j∈ A2 ) )≤ 0,

其中 f i , i = 1, 2是使上式有意义且对各变元不降的

函数 ,

随机变量列 {Xn }称为 N A的 ,如果对任 n≥ 2,

X1 ,X 2 ,… ,Xn是 N A的 .

引理 1
[ 6]
　设 {X j: j∈ N }为零均值的 N A序列 ,

对某个 p≥ 2,有

Up Sup
j
E|X j|p <∞ ,记 Sa ,k ∑

k- 1

j= 1
Xa+ j , S1, k 

Sk ,U2 Sup
j
EX

2
j ,则存在仅与 p有关的常数 K p≥ 1,

使得对任何自然数 a与 n,有

E ( max
1≤ k≤n
|Sa ,k|

p
)≤ Kp (nUp + (nU2 )

p
2 ) .

关于慢变化函数 ,众所周知有性质: 如果 l (x ) >

0为 x→+ ∞的慢变化函数 ,则

1) lim
x→+ ∞

l ( tx )
l (x )

= 1, t > 0,

　 lim
x→+ ∞

l ( x + u )
l (x ) = 1, u≥ 0;

　　 2) lim
k→∞

Sup
2
k≤ x < 2

k+ 1

l (x )
l ( 2

k
)

= 1;

3) lim
x→+ ∞

x
W
l ( x ) = ∞ ,

　 lim
x→+ ∞

x
-W
l (x ) = 0, W> 0.

引理 2
[ 2]　如 l (x ) > 0为 x→+ ∞时的慢变化
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函数 ,则任意 r > 0,Z> 0.任何自然数 k ,有

C  2
kr
l (Z 2

k
)≤∑

k

j= 1
2
jr
l ( 2

j
 Z)≤ C2

kr
l (Z 2

k
) .

2　结果

定理　设 {Xn }为同分布 N A序列 , EX 1 = 0,Tp

> 1,p < 2, l ( x ) > 0为当 x→+ ∞的单调不减慢变

化函数 ,则下两式等价

E |X 1|
p
l (|X 1|

1
a ) <∞ , ( 1)

　　∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

l (n) P ( max
1≤ j≤n
|Sj|≥Xn

T
) , X> 0. ( 2)

证明　先证 ( 1)蕴涵 ( 2)

取 q,使 ( 1+
1
Tp

) /2 < q < 1,对 X i , i = 1, 2,… ,

n截尾 ,记

Yi (n ) = - n
Tq
I (X i < - n

Tq )+ X i I (|X i|< n
Tq )+

n
Tq
I (X i > n

Tq
) ,

S
~

j  ∑
j

i= 1

Yi (n) , j = 1, 2,… ,n.

则 Y1 (n) , Y2 (n) ,… , Yn (n ) ,仍为 N A的 .

不难证明:

( max
1≤ j≤n
|Sj|≥XnT) ∪

n

i= 1
(|X i|≥

X
4
n
T)

∪ ∪
1≤ i≤ j≤n

( ( X i > n
Tq , X j > n

Tq )∪ (X i < - n
Tq ,X j <

- n
Tq

) )∪ m ax
1≤ j≤n
|S~ j|≥

X
2n
T
 An ∪ Bn ∪ Cn . ( 3)

故要证 ( 2)式只需证明:

∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

l (n) P ( An ) < ∞ , ( 4)

∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

l (n) P (Bn ) < ∞ , ( 5)

∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

l (n) P (Cn ) < ∞ . ( 6)

由慢变化函数的性质及引理 2得

∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

l (n) P ( An )≤∑
∞

n= 1
n
Tp - 1

l (n) P (|X 1|≥

XnT) = ∑
∞

j= 1
∑

2j≤ n <2j+ 1

n
Tp - 1

l (n) P(|X 1|≥XnT)≤

∑
∞

j= 1
2
Tpj
l ( 2

j
) P (|X 1|≥ X2

Tj
) = ∑

∞

j= 1
2
Tp j
l ( 2

j
)∑
∞

k= j

P(X2
Tk

≤|X 1| < X2
T(k+ 1)

) = ∑
∞

k= 1
∑

k

j= 1
2
Tp j

l ( 2
k
)P (X2

Tk
≤ |X 1|

< X2T(k+ 1) ) = ∑
∞

k= 1
2Tpkl ( 2k ) P (X2k < |X 1|

1
T < X2k+ 1 )

< < E |X 1|Tp l (|X 1|
1
a ) < ∞ ,

故 ( 4)式成立 .

由慢变化函数的性质 , N A性 , 及 q的定义可知

( 1 - 2q)Tp < - 1,有

∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

l (n) P( Bn ) < < ∑
∞

n= 1
n
Tp
l (n) P

2
(|X 1|>

n
Tp )≤∑

∞

n= 1
n
Tp
l (n)n- 2Tpq

l
- 2 (nq ) E (|X1|

p
l (|X 1|

1
a ) )

2

< <∑
∞

n= 1

n
( 1- 2q)Tp

l (n) l- 2 (nq ) < ∞ ,

故 ( 5)式成立 .

为证 ( 6)式 ,先证

　　n
-T

max
1≤ j≤n

E|S~ j|→ 0, ( 7)

由 EX 1 = 0,q的定义知Tpq > 1, 1 - q > 0

故 n
-T

max
1≤ j≤ n

E|S~ j|≤ n
-T∑

n

i= 1
|EYi (n)|= n

1-T
|E (X 1 -

Y1 (n) )|< < n
1-T

n
Tq
P (|X 1|> n

Tq )≤

n
1-T+ Tq

n
-Tpq

E (|X1|p
l (|X 1|

1
a )

1
l (n

q
)

< <

n
- (Tpq- 1) -T( 1- q) 1

l (n
q
)
→ 0,

　　故 ( 7)式成立 .

由 ( 7)式知 ( 6)式等价于

∑
∞

n= 1

n
Tp - 2

l (n) P( max
1≤ j≤ n
|S~ j - ES

~
j|≥XnT) < ∞ .

( 8)

由引理 1,取

λ> max 2,
Tp - 1

T( 1 - q) +
1
2

(Tpq - 1)

得

P ( max
1≤ j≤n
|S~ j - ES

~
j|≥XnT) < < n

-Tλ
E max

1≤ j≤n
|S~ j -

ES
~

j|)
λ

< < n
-Tλ

(nE|Y 1 - EY 1|
λ

+ (nEY
2
1 )
λ
2 )

< < n
-Tλ+ 1

E|Y 1|
p
|Y 1|

λ- p
+ n

-Tλ+ λ
2 (E(|X 1|

p
|X 1|

2- p
)
λ
2

< < n
-Tλ+ 1+ Tqλ-Tqp + n

-Tλ+ Tqλ
2

( 2- p ) ,

故

∑
∞

n= 1

n
Tp - 2

l (n) P( max
1≤ j≤ n
|S~ j - ES

~
j|≥ XnT) < <

∑
∞

n= 1

n
Tp - 2-Tλ+ 1+ Tqλ-Tpq

l (n ) + ∑
∞

n= 1

n
Tp - 2-Tλ+ λ

2
+ Tqλ-

Tqλp
2 l (n)

= ∑
∞

n= 1
n

- 1-T( 1- q) (λ- p)
l (n) +

　∑
∞

n= 1
n
Tp- 2-λ(T( 1- q)+

λ
2

(Tpq- 1) )
l (n ) .

由 q、λ的取法知:

- 1 - T( 1 - q) (λ- p ) < 1,

Tp - 2 - λT( 1 - q) +
1
2 (Tpq - 1) < - 1.
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并由慢变化函数的性质知上两个级数都收敛 ,故

( 8)式成立 .综合 ( 4～ 8)式得 ( 2)式成立 .

再证 ( 2)式蕴涵 ( 1)式

　　∵ m ax
1≤ j≤n
|X j|≤ 2 max

1≤ j≤ n
|Sj|,

故由 ( 2)式知有:

∑
∞

n= 1

n
Tp - 2

l (n) P ( max
1≤ j≤n
|X j|≥XnT) < ∞ , X> 0.

( 9)

由 ( 9)式可证: P( max
1≤ j≤ n
|X j|≥ XnT)→ 0. ( 10)

反证 ,若不然 ,则 X> 0, W> 0,及自然数子

列 nk ,使

P ( max
1≤ j≤ n
|X j|≥X2TnTk ) > W.

不妨设 nk+ 1≥ 2nk并考虑到Tp > 1及慢变化函数

的性质 ,有

∑
∞

n= 1
n
Tp - 2

l (n) P ( max
1≤ j≤n
|X j|≥Xn

T
)≥

∑
∞

k= 1
∑

n
k
≤ n≤ 2n

k

n
Tp - 2

l (n) P( max
1≤ j≤ n
|X j|≥ Xn

T
)≥

∑
∞

k= 1

n
Tp - 1
k l (nk ) P ( max

1≤ j≤n
k

|X j|≥

X2TnTk )≥W∑
∞

n= 1

n
Tp- 1
k l (nk ) = ∞ ,

与 ( 9)式矛盾 ,故 ( 10)式成立 .

由 ( 10)式可证

　　nP (|X 1|> Xn
T

)→ 0. ( 11)

由 N A性及 e
- x ≥ 1 - x , x > 0得

P ( max
1≤ j≤ n
|X j|≥XnT) = 1- P ( ∩

1≤ j≤n
|X j|<XnT)≥

1 -∏
n

i= 1
P (|X i|<Xn

T
) = 1 - ( P (|X 1|<Xn

T
) )

n
= 1

- ( 1 - P (|X 1|≥XnT) ) n≥ 1 - e
- nP(|X

1
|≥XnT) ,

故由 ( 10)式得 ( 11)式成立 .

由 ( 11)式及 N A性得:当 n充分大时有

P ( max
1≤ j≤ n
|X j|≥ XnT) = P (∪

n

j= 1
(|X j|≥ XnT) )≥

∑
n

j= 1
P (|X j|≥ XnT) - ∑

1≤ i < j≤ n

P (|X i|≥ XnT,|X j|≥

XnT) ≥ nP(|X 1|≥ XnT) - n
2
P(|X 1|≥ XnT) =

nP (|X 1|≥XnT) ( 1 - nP(|X 1|≥XnT) )≥
1
2
nP (|X 1|

≥XnT) ,

故 nP (|X 1|≥Xn
T

) < < P( max
1≤ j≤ n
|X j|≥Xn

T
) ,

结合 ( 9)式得:

∑
∞

n= 1

n
Tp - 1

l (n) P(|X 1|≥XnT) < ∞ , X> 0.

( 12)

由 ( 12)式得

∞ > ∑
∞

n= 1
n
Tp - 1

l (n) P (|X 1|≥XnT)≥

∑
∞

j= 1
∑

2j≤ n < 2j+ 1

n
Tp- 1

l (n )P|X1|≥XnT)≥

∑
∞

j= 1
2
Tp j
l ( 2

j
)P (|X 1|≥X2

T( j+ 1)
 X0 2

Tj
) =

∑
∞

j= 1
2Tp j l ( 2j )∑

∞

k= j

P (X0 2Tk≤ |X1|≤X02T(k+ 1) ) =

∑
∞

k= 1
∑

k

j= 1

2Tp j l ( 2j )P (X0 2Tk≤ |X1|≤X02T(k+ 1) ) =

∑
∞

k= 1

2Tpk l ( 2k ) P (X02Tk≤|X 1|< X0 2T(k+ 1) ) > >

E|X 1|
p
l (|X 1|

1
T ) ,

故 ( 1)式成立 .定理证毕 .

如 {X i }iid,且取 l (x ) = 1,则本文定理即为定理

A, 故本文推广和加强了 Katz和 Baum著名的定理

A.
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