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摘要　应用构造 Liapunov函数的方法 ,在限制条件较弱的情形下 ,研究了一类二阶非线性系统概周期解的存在

唯一性 .
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Abstract　 The existence and uniqueness of almost periodic so lutions fo r some nonlinea r second

order dif ferential system under w eaker condi tions is discussed by using the method of Liapunov

function.
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　　由于实际问题的需要 ,对非线性微分系统解的各

种性态的研究 ,一直是人们关注的课题 . 本文考虑下

述非线性系统

　　
x = h(x )h ( y ) - F ( x ) + E ( t ) ,

y = - g (x ) ,
( 1)

概周期解的存在唯一性 . 其中 F (x ) =∫
x

0
f (u ) du ,

E ( t ) =∫
t

0
e (s ) ds ,h,h , f , g均连续且满足解的存在唯

一性条件 . e( t )为实连续概周期函数 (有关概周期函

数的定义参见文献 [1] ) ,E ( t )也是连续有界的 .如果

h( x ) = 1,h ( y ) = y ,则系统 ( 1)等价于下述强迫

Liè nard方程

　　 x + f (x )x + g ( x ) = e ( t ) , ( 2)

文献 [2 ]在 F ( x ) → ∞ (x → ∞ ) 以及 G( x ) =

∫
x

0
g (u )du→∞ (x→∞ )的条件下研究系统 ( 2)概周

期解的存在性 .文献 [3, 4 ]结合定性理论的方法研究

一类二阶非自治系统概周期解的存在性和唯一性 .

本文直接应用构造 Liapunov函数的方法研究系统

( 1) 概周期解的存在性、唯一性以及稳定性 ,与相关

文献相比 ,限制条件较弱 ,证明也较为简洁 .

　　为证明的方便 ,我们先叙述有关定理 .

　　考虑微分系统

　　 x = f ( t ,x ) , ( 3)

其中 f ( t ,x ) ∈ C (R× SB* , Rn ) , SB* = {x ,|x| <

B
* } , B* 为正常数 .假设 f ( t ,x )是关于 t对 x的一致

概周期函数 ,系统 ( 3)的相伴系统为

　　 x = f ( t ,x ) ,y = f ( t , y ) . ( 4)

　　定理 A[1 ]　假定存在定义在 0≤ t < ∞ ,|x|<

B
* ,|y|< B* 上的 Liapunov函数 V ( t ,x , y ) ,满足下

述条件

　　 ( i) a(|x - y|)≤ V ( t , x , y )≤ b(|x - y|) ,其中

a (r )和 b(r )是连续、递增和正定的 ;

　　 ( ii) |V ( t , x 1 , y1 ) - V ( t , x 2 , y2 )|≤ k (|x1 - x2|

+ |y1 - y2|) ,这里 k > 0是常数 ;

　　 ( iii )V ( 4) ( t ,x , y )≤ - c(|x - y|) ,这里 c(r )是

连续正定的 .

　　此外 ,假设系统 ( 3)存在一个有界解h( t ) ,|h( t )|

≤ B < B* 对于 t≥ 0成立 ,则在区域 R× SB* 上 ,系

统 ( 3)存在唯一的一致渐近稳定的概周期解 .

　　下面叙述本文的主要结果 .

　　定理 1　假设下述条件成立

　　 (Ⅰ )对任意的 x ,连续有界函数h( x )≥h0 > 0.

存在常数 L > 0使得 f (x ) > 0(|x|> L ) , xg (x ) >
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0(|x|> L )以及 G(x ) =∫
x

0

g (u)
h(u ) du > 0(|x|> L ) ;

　　 (Ⅱ ) H ( y ) =∫
y

0
h (u ) du > 0( y≠ 0)且 H ( y )→

∞ ( y→∞ ) ;

　　 (Ⅲ ) lim
x→±∞

(|F ( x )|+ G(x ) ) = + ∞ .

　　则系统 ( 1)存在有界解 .

　　证明　假设 ( x ,y ) = (x ( t ) ,y ( t ) )是系统 ( 1)的

一个解 . 由条件 (Ⅰ )知存在一个常数 b > L使得

F (b ) =∫
b

0
f ( x )dx > _ (这里_ = sup
t∈ R
|E ( t )|) .取定适

当大的正数 a(a > b) ,当 0≤ t <+ ∞ ,x
2
+ y

2
> a

2

时考虑函数

　　U( x , y ) = H (y ) + G(x ) , ( 5)

计算 U (x , y )关于系统 ( 1)的全导数得

　　U ( 1) (x , y ) = - h ( y )g ( x )+
g ( x )
h(x )

(h( x )h ( y ) -

F (x ) + E ( t ) ) = -
g ( x )F ( x )
h(x )

+
g ( x ) E( t )
h( x )

,

由 a > b以及h( x ) > 0可知当 x > a时有

　　U ( 1) (x , y )≤
1

h( x )
( - g ( x )F ( x )+ _ g ( x ) ) < 0,

( 6)

既然 H ( y ) → ∞ ( y → ∞ )则 U (x , y ) = H ( y ) +

G(x )→∞ (y→∞ ) ,结合 ( 6)式利用文献 [1]中定理

8. 8立即推知 y ( t )有界 .为了说明 x ( t )的有界性 ,考

虑两种情形

　　① G(x )→∞ ( x→∞ ) . 则 U (x , y ) = H (y )+

G(x )→∞ (x→∞ ) ,同样结合 ( 6)式利用文献 [1]中

定理 8. 8可知 x ( t )是有界的 .

　　② G(x ) → G0 <+ ∞ ( x→∞ ) ,则由条件 (Ⅲ )

知 F (x )→±∞ (x→±∞ ) .既然 y ( t )有界 ,则 h ( y )

是有界的 .我们选取 T ( T > a)适当大使 x > T时有

　　 ( f (x ) +
g (x )
h( x ) ) F (x ) ≥ _ ( f ( x ) +
g (x )
h(x ) ) +

f (x )h( x )h ( y ) , ( 7)

考虑函数

　　W (x , y ) = H ( y ) + F ( x ) + G(x ) , ( 8)

由假设条件 (Ⅲ )知 W (x , y )→+ ∞ (x→+ ∞ ) ,并且

　　W ( 1) (x , y ) = - ( f (x ) +
g (x )
h( x )

) F (x ) + ( f (x )

+
g (x )
h(x )

) E( t ) + f ( x )h( x )h (y )

≤ - ( f ( x ) +
g (x )
h(x )

)F ( x ) +

_ ( f (x ) +
g (x )
h(x )

) +

f ( x )h(x )h ( y )

≤ 0.

故知 x ( t )正向有界 . 如果 x < - T ,考虑函数

　　 V (x , y ) = H ( y ) - F ( x ) + G(x ) , ( 9)

同样可证 x ( t )是负向有界的 . 综合以上讨论可知存

在常数 A
*

> 0使 |x ( t )|< A
*

,|y ( t )|< A
*

( t∈

R ) .

　　现在考虑系统 ( 1)的相伴系统

　　

x = h( x )h ( y ) - F (x ) + E ( t ) ,

y = - g (x ) ,

u = h(u)h (v ) - F (u ) + E ( t ) ,

v = - g (u ) ,

( 10)

对|x ( t )|< A
*

,|y ( t )|< A
*

,|u( t )|< A
*

,|v ( t )|

< A* ,记

A = A (t , x , y , v ) =

h(x ) (h ( y ) - h (v ) )

y - v
,　 y≠ v ,

h( x )h′( y ) ,　　　　　 y = v .

B = B (t , x ,u ) =

F (x ) - F( u )

x - u
,　　　　　 x≠ u,

f ( x ) , 　　　　　　　　 x = u.

C = C ( t, x , u) =

g ( x ) - g (u )

x - u
,　　　　　 x≠ u ,

g′(x ) , 　　　　　　　　 x = u.

再假设

　　 (Ⅳ )存在正常数 T0 ,T1 ,U0 ,U1 ,V使对任意 t有 0

< T0≤ A≤ T1≤ 1, 0≤U0≤ B≤U1 , 0 < C < V(V

< U2
0 )以及 ( 1 - 1 - ( 1 - A ) 2 )U1

2 < 2C < ( 1+

1 - ( 1 - A )
2
)U0

2
.

　　定理 2　假设条件 (Ⅰ )～ (Ⅳ )成立 ,则系统 ( 1)

存在唯一的一致渐近稳定的概周期解 .

　　证明　由定理 1知在假设条件成立时 ,系统 ( 1)

存在有界解 (x ( t ) , y ( t ) )满足 |x ( t )| < A
*

,|y ( t )|

< A
*

( t∈ R ) . 注意到 B是 t的函数 ,文献 [5]引理

2. 2指出 ,对于满足 0 <U0≤ B≤U1的 B ,方程 Z′=

( B - Z ) Z有解 Z ( t ) ,对一切 t满足U0≤ Z ( t )≤U1 .

为了应用定理 A的结论 ,在 SA* 上构造 Liapunov函

数

　　 V ( t ) = V ( t , x , y ,u ,v ) =
1
2

( ( y - v )
2
+ ( (y -

v ) - Z ( t ) ( x - u ) ) 2 ) .

易见 V ( t )满足定理 A的条件 ( i )、 ( ii ) ,现指出 ,

条件 ( iii )也满足 . 事实上 ,注意到 Z′( t ) = (B -

Z ) Z ,从而 V ( t )关于 ( 10)的全导数为

　　 V ( 10) ( t ) = - 2( y - v ) ( x - u )  
g (x ) - g (u )
x - u +

Z ( x - u ) 2  g (x ) - g (u )
x - u

- ( B - Z ) Z (x - u ) ( y -

257广西科学　 1999年 11月　第 6卷第 4期



v ) + Z
2
(B - Z ) (x - u)

2
- Z (y - v )  

h(x ) (h ( y ) - h (v ) )
y - v + Z (x - u ) (y - v )  

F ( x ) - F (u )
x - u

+ Z2 ( x - u ) ( y - v )  

h(x ) (h ( y ) - h (v ) )
y - v

- Z
2
(x - u )

2
 
F (x ) - F (u )
x - u

= - 2C (x - u ) ( y - v ) + ZC (x - u)
2
+ Z

2
(x -

u ) ( y - v ) - Z
3
( x - u )

2
- ZA ( y - v )

2
+ Z

2
A (x -

u ) ( y - v )

= - Z (Z
2

- C ) ( [ ( x - u ) -
( 1+ A ) Z

2
- 2C

2(Z
2

- C ) Z
( y -

v ) ]2 -
( 1 - A ) 2
Z

4 - 4CZ2 + 4C2

4( Z2 - C ) 2
Z

2 ( y - v ) 2 ) , ( 11)

注意到U0≤ Z且 0 < C < V(V<U
2
0 ) ,从而有 Z

2
- C

≥U2
0 - V> 0.当 A≠ 1时 ,注意到 0≤U0≤ Z≤U1 ,

利用条件 (Ⅳ )可得

　　
2C - 2C 1 - ( 1 - A )

2

( 1 - A )
2 < Z

2
<

2C+ 2C 1 - ( 1 - A )
2

( 1 - A )
2 ,

故知

　　 ( 1 - A )
2
Z

4
- 4CZ

2
+ 4C

2
< 0, ( 12)

结合 ( 11)、 ( 12)两式即知定理 A的条件 ( iii )也满足 .

因此应用定理 A即知系统 ( 1) 存在唯一的一致渐近

稳定的概周期解 . 当 A = 1,直接由 ( 11)式即知定理

A的条件 ( iii )满足 .因此定理 2的结论成立 .

2　实例

　　例　考虑系统

　

x = (
1
4

+ sin2
x ) ( ( 1 -

2
4

) y+
2

8
siny ) ,

　　 - 2x - co s t - cos 2 t ,

y = - ( xe- x2 + 1
3
x ) ,

( 13)

这里 h(x ) =
1
4

+ sin
2
x ,h (y ) = ( 1 -

2
4

) y +

2
8

sin y , H ( y ) = ( 1
2

- 2
8

)y2 - 2
8

co s y >

0(y≠ 0)且 H ( y )→∞ ( y→∞ ) ; F (x ) = 2x , g (x )

= xe
- x 2

+
1
3 x ,

2
5 -

2
5 e

- x 2

+
2

15x
2
≤ G( x )≤ 2 -

2e- x
2

+
2
3
x

2 , 因此 G(x ) > 0(x ≠ 0) ,|F (x )|+

G(x )→+ ∞ (|x|→+ ∞ ) ; e( t ) = sin t + 2 sin

2 t是实连续概周期函数 , E ( t ) = - co s t - co s

2 t连续有界 . 又由于 h′( y ) = 1 -
2

4
+

2
8

cos y , 故 0 < A < 1; g′( x ) =
1
3

+ ( 1 -

2x 2 ) e- x 2 ,故 0 < C < 4
3

;明显地 , 0 < B = 2,因此定

理 2的条件满足 . 从而系统 ( 13)存在唯一的一致渐

近稳定的概周期解 .

参考文献

1　 Yoshizaw a T. 稳定性理论与周期解和概周期解的存在

性 . 郑祖庥等译 . 南宁: 广西人民出版社 , 1985. 53～ 64,

186～ 190.

2　 Ezeilo J O . On the existence o f almost periodic so lutions

o f some dissipativ e second o rder differ ential equa tions.

Ann M ath Pure Appl, 1994, 65 ( 137): 389～ 410.

3　姜东平 , 何崇佑 . 一类二阶非线性微分方程组的概周期

解 . 南京大学学报 (自然科学版 ) , 1981, ( 4): 419～ 431.

4　董梅芳 . 一类非自治系统概周期解的存在唯一性 . 东南

大学学报 , 1995, 25 ( 1): 82～ 86.

5　林发兴 . Lè nard方程周期解、 概周期解的存在性 . 数学学

报 , 1996, 39 ( 3): 314～ 318.

6　刘静行 . 一类非线性微分方程组的概周解 . 广西师范大

学学报 , 1994, 12 ( 3): 21～ 24.

(责任编辑: 黎贞崇 ) 　　

(上接第 255页 Continue f rom page 255)
6　 Huang Lihong , W ang Zhicheng. On the boundedness con-

ditions fo r solutions o f a autonomous diffe rential system.

Ann of Dff Eqs, 1996, 12 ( 1): 60～ 69.

7　 Qian Chuanx i. On g loba l asympto tic stability o f second

o rder nonlinea r differntial system. Nonl Ana l, 1994, 22

( 7): 823～ 833.

8　李惠卿 . Lié nard方程零解全局渐近稳定的充要条件 .数学

学报 , 1998, 31 ( 2): 209～ 214.

9　 Villari G. On the qualitativ e behaviour of solution o f

Lié na rd equation. J Diff Eqns, 1987, 67: 269～ 277.

10　 Bo Zhang . On th e re ta rded Lié na rd equo tion. Proc Am

M a th Soc, 1992, 115 ( 3): 779～ 785.

11　 Bo Zhang. Boundedness and stability of solution o f th e

re ta rded Lié na rd equa tion with nega tiv e damping . Nonl

Anal, 1993, 20 ( 2): 303～ 313.

(责任编辑: 黎贞崇 ) 　　

258 Guangx i Sciences, Vol. 6 No. 4, November 1999


