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摘要　研究具有多个奇点的广义 Lié nard系统 x =
1

a ( x )
( h( y ) - F( x ) ) , y = - a ( x ) g ( x )解的有界性 , 获得了

系统解正向有界的充要条件 , 进而得全局渐近稳定的充要条件。
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Abstract　 The boundedness o f the so lutio ns fo r the g enerali zed Lié nard-type system ( E): x =

1
a (x )

[h (y ) - F ( x ) ] , y = - a (x ) g (x ) w ith a fini te o r infinite number of singular points are

dealed wi th, and so me sufficient and necessary condi tio ns fo r all solutio n o f the system to be

bo unded fo r t≥ 0 are giv en. M oreov er, the necessary a nd sufficient conditio n fo r the g lobal

asy mpto tic stabi li ty for ( E) a re o btained.
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　　考虑如下非线性系统的解的有界性

　　 x =
1

a( x )
[h ( y ) - F ( x ) ] , y = - a( x )g (x ) ,

( 1)

其中 a ,h, F ,g ∈ С( R ,R ) ,且保证 ( 1)初值问题解的

唯一性 .为方便总记

　　G(x ) =∫
x

0
a

2
(s )g (s ) ds , H ( y ) =∫

y

0
h (s ) ds ,

a (x )≡ 1时系统 ( 1)为著名的广义 Lié nard系统 .

　　 x = h ( y ) - F ( x ) , y = - g (x ) , ( 2)

在奇点唯一的情况下 ,对系统 ( 2)的有界性已有广泛

研究 ,获得大量结果 .然而 ,许多实际系统往往具有多

个奇点 ,因此 ,近几年已有作者对具有多个奇点的系

统 ( 2)的有界性进行讨论 .最近 ,在下列假设

　　 ( A0 )  x 0′< 0, x 0 > 0,使当 x > x 0或 x < x0′

时 xg (x ) > 0,

之下 , 文献 [1～ 3 ]在一定条件下获得了系统 ( 2)解

有界的充分条件 , 且文献 [2 ] 证明了

　　定理 A　若当 x 0′= - x0时 ( A0 )成立 ,且

　　 ( A1 ) xF (x ) > 0,当|x|≥ x 0时 ;

　　 ( A2 ) G(+ ∞ )与 G( - ∞ )至少一个有界

则系统 ( 2)的解一致有界的充要条件是

　　 ( A3 ) lim
|x|→+ ∞

(|F (x )|+ G(x ) ) = + ∞ .

　　 显然 ,条件 ( A0 )在文献 [1～ 3 ]中起作重要作

用 ,由文献 [4～ 6]不难看出 , ( A0 )并非系统 ( 1)解的

有界性的必要前提 ,因此 ,当条件 ( A0 )不成立时 ,系

统 ( 1)的有界性条件 (那怕是充分条件 )都有待于继

续探讨 .更进一步 ,若定理 A中条件 ( A0 ) ～ ( A3 )均

不满足 ,系统 ( 2)或更一般 ( 1)的情形又将如何呢?这

是一项困难而又重要的课题 .

　　本文目的就是研究系统 ( 1)的解的有界性 ,获得

了系统 ( 1)的解一致有界的充分或充要条件 ,进而得

到了 ( 1)为全局渐近稳定的充要条件 ,推广和改进了

[4, 7, 8]的结果 .

　　本文总设

　　 ( H0 ) yh ( y ) > 0( y≠ 0) ,h (±∞ ) = ±∞ , F ( 0)

= 0,a( x ) > 0.

　　定理 1　设存在正常数 P及 ( H0 )成立 ,且

　　 ( H1 ) F (x )≥ - P ,当 x∈ R
+
时 ; F (x )≤ P ,当 x

∈ R
- ;

　　 ( H2 ) G( x )≥ - P , g (x ) F (x )≥ 0,当 x ∈ R时 ;
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　　 ( H3 ) lim
x→+ ∞

[G(x ) + F( x ) ]+

　　　　∫
+ ∞

0
a

2 (s )g (s )F (s ) ds = + ∞ ; ( 3)

　　 ( H4 ) lim
x→+ ∞

[G(x ) - F( x ) ]+

　　　　∫
o

-∞
a

2 (s )g (s ) F (s )ds = + ∞ ; ( 4)

则系统 ( 1)的解一致有界 .

　　证明　 设 A (x ( 0) , y ( 0) ) = ( x0 , y0 )是平面上

任一点 , (x ( t ) ,y ( t ) )是系统 ( 1)过点 A的解 ,且|x 0|
+ |y0|≤ D .

　　令　V ( x ,y ) = H (y ) + G(x ) + P , ( 5)

则　
dv
dt
|( 1) = - a (x )g ( x )F ( x )≤ 0,

从而存在正常数 D0 = D0 ( D ) > 0使得

　　V ( t ) = V ( x ( t ) , y ( t ) )≤ V ( 0)≤ D0 ,当 t≥ 0时 ,

( 6)

　　首先证 y ( t )有界 .即存在 B= B (D0 )使得当 t≥

0时有 |y ( t )|≤ B .

　　事实上 ,由 ( H0 )与 ( 5)、 ( 6)易知 , y ( t )有界 .否则

y ( t )无界 ,此时可推出 H ( y ( t ) )无界 ,从而与 ( 6)矛

盾 .故存在 B = B ( D0 )使得当 t≥ 0时有|y ( t )|≤ B.

　　其次 ,证当 ( H3 )成立时 x ( t )有上界 .分三步证 .

　　 i)若 lim
a→+ ∞

G(a) = + ∞ ,则 E1 > 0 G( E1 ) >

D0 ,这与 ( 6)矛盾 .所以 x ( t )≤ E1 ,当 t∈ R
+
时 ;

　　 ii) 若 lim
a→+ ∞

F (a) = + ∞ ,则由前证 y ( t )有界知

h ( y ( t ) )也有界 ,因此存在 W 0 = W0 ( D) > 0使得当 t

∈ R
+ 有

　　 x
 ( t ) =

1
a (x ( t ) )

[h (y ( t ) ) - F (x ( t ) ) ] ≤

1
a( x ( t ) )

[W 0 - F (x ( t ) ) ] .由于 lim
a→+ ∞

F (a) = + ∞ ,因

此存在 E2 > D> 0使 F ( E2 ) > W 0 ,则可证当 t∈ R
+

时有 x ( t ) < E2 ,事实上 ,若存在 t 1 > 0使得 x ( t 1 ) =

E2且当 0≤ s < t1时 x (s ) < E2 ,则

　　 0 ≤ x
 ( t1 ) ≤

1
a (x ( t1 ) )

(Q0 - F( x ( t1 ) ) =

1
a( x ( t1 ) )

(Q0 - F (E2 ) ) < 0.这是一个矛盾 ;

　　 iii )若 lim
a→+ ∞

[G(a) + F (a) ] <+ ∞知存在 W 1 >

0使当 t∈ R
+ 时有|G(a)|+ |F(a)|≤ W 1 .此时 ,由

( H1 ) ～ ( H3 )可得∫
+ ∞

0
a (s )g (s ) F (s )ds = + ∞ ,因而

　　a (x ( t ) )|x ( t )|≤|h (y ( t ) )|+ |F (x ( t ) )|≤ W 0

+ W 1 M ,当 x ( t ) > 0于是存在 E3 > 0使得

　　MD0 +∫0

D

a
2
(s ) g (s )F (s ) ds <

∫0

E
3

a
2
(s ) g (s )F (s ) ds .

　　下证 x ( t ) < E3当 t∈ R
+
时 .实际上 ,若存在 t 2

> 0使得 x ( t2 ) = E3 ,则可找到 t0≥ 0满足 x ( t0 ) = D

且当 s∈ [t0 , t2 ]时 D≤ x (s ) ≤ E3 . 对 dV
dt
≤-

a (x ) g (x )F ( x )两端从 t 0到 t2积分可得

　V ( t2 ) = V ( t0 ) -∫t
0

t
2

a( x (s ) )g ( x (s ) )F ( x (s ) ) ds

　　　≤ V ( t0 ) -∫t
0

t
2

a (x (s ) ) g (x (s ) ) F (x (s ) )  

　　　
a( x (s ) )|x (s )|

M
ds

　　　≤ D0 -
1
M
|∫t

0

t
2

a
2
(x (s ) )g ( x (s ) ) F( x (s ) ) ds|

　 = D0 -
1
M
|∫

x (t
2

)

x (t
0

)
a

2 (x (s ) ) g (s )F (s ) ds|

　 = D0 - 1
M

(∫0

E
3

a
2 (s )g (s ) F (s ) ds

　　　　　 -∫0

D

a
2
(s )g (s )F (s ) ds ) < 0.

　　矛盾 .所以 x ( t ) < E3.

　　故由 i )～ iii )知当 t∈ R
+ 时 x ( t ) < E1+ E2+

E3.

　　再次 ,证当 ( H4 )成立时 , x ( t )有下界 .

　　类似第二步可证得 .

　　 综上可得系统 ( 1)的解 (x ( t ) , y ( t ) )一致有界 .

证毕 .

　　注 1　此定理推广和改进了文献 [4 ]相应结果 .

　　定理 2　设 a (x )为有界函数及定理 1条件 ( H0 )

～ ( H2 )成立 ,且下列条件之一满足

　　 ( H3 ) lim
x→+ ∞

[G(x ) + F (x ) ]+

　　　　∫
+ ∞

0
a

2
(s )g (s ) F (s ) ds <+ ∞ ;

　　 ( H4 ) lim
x→+ ∞

[G(x ) - F (x ) ]+

　　　　∫
o

-∞
a

2 (s )g (s ) F (s ) ds <+ ∞ ,

则系统 ( 1)存在无界解 .

　　证明　只证 ( H3 )情形 ( ( H4 )情形类似可证 ) .

　　由 ( H3 )知 ,存在 M > 1使得对 x ≥ 0时均有

|F (x )|< M ,|G( x )|< M .又根据 ( H0 )的 h (+ ∞ )

= + ∞ 得 ,存在 Y > 1使得当 y≥ Y时有 h ( y )≥

2M.设 K≥ 1,记 y0 = Y+ KM ,由 ( H0 )知 H (+ ∞ )

= + ∞ ,从而可选取充分大的 K使得

　　 H ( y0 ) - 2M - 2∫
+ ∞

0
a

2 (s )g (s ) F (s )ds> H (Y ) .

　　令 　U ( t ) = H (y ( t ) ) + G(x ( t ) ) ,

　　则 　
dU ( t )

dt
|( 1) = - a ( x )g (x ) F (x ) .

　　下面考察以 A ( x ( 0) ) , y ( 0) ) = ( x 0 , y0 )出发的
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轨线 .现系统 ( 1)从点 A出发的轨线 (x ( t ) ,y ( t ) ) ,当 t

≥ 0时均有 y ( t ) > Y .

　　否则存在 t 1 > 0使得 y ( t1 ) = Y ,当 t∈ [0, t1 )时

y ( t ) > Y ,于是当 t∈ [0, t1 )时有

　　 x
 ( t ) =

1
a (x ( t ) )

[h (y ( t ) ) - F (x ( t ) ) ] >

M
a( x ( t ) )

> 1
a (x ( t ) )

,

　　从而 x ( t )在 [0, t 1 )上是单增 .对
dU ( t )

dt
=

- a ( x ( t ) ) g (x ( t ) )F ( x ( t ) )从 0到 t1两端积分可得

　　U( t1 ) = U ( 0) -∫
t
1

0
a ( x (s ) )g (x (s ) )F (x (s ) )ds

　　≥ U ( 0) -∫
t
1

0
a( x (s ) )g (x (s ) )F ( x (s ) )  

　　　a( x (s ) )x (s ) ds

　　 = U ( 0) -∫
x (t

1
)

x ( 0)
a

2
(a)g (a) F (a) da

　　 > U ( 0) -∫
+ ∞

0
a

2
(s )g (s ) F (s )ds , ( 7)

　　U( t )≤ H (y ) + |G(x )|≤ H ( y ) + M ,

　　 H ( y0 )≤ U ( 0) + |G( x 0 )|≤ U ( 0) + M , ( 8)

　　U( t1 )≤ H ( y ( t 1 ) )+ |G( x ( t1 ) )|≤ H ( y ( t 1 ) )+

M+∫0

+ ∞

a
2 (s )g (s ) F(s ) ds , ( 9)

由 ( 7)、 ( 8)、 ( 9)可得

　　 H ( y ( t1 ) )+ M+∫
+ ∞

0
a

2 (s ) g (s )F (s ) ds≥ H ( y0 )

- M -∫
+ ∞

0
a

2
(s ) g (s )F (s ) ds .

　　于是 , H ( y ( t 1 ) )≥ H ( y0 ) - 2M -

2∫
+ ∞

0
a

2 (s ) g (s )F (s ) ds > H (Y ) .

　　从而 y ( t1 ) > Y ,矛盾 .所以 ,当 t≥ 0时 y ( t ) >

Y ,由系统 ( 1)可得

　　 x
 =

1
a( x )

(h ( y ) - F ( x ) ) >
M

a (x )
, ( 10)

根据 a (x )为有界函数知 ,存在常数 N > 0使得 0 <

a (x ) < N .由 ( 10)可得 x
 >

M
N

.因而 x ( t ) > x0 +

M
N
t ,当 t→+ ∞时 x ( t )→+ ∞ ,所以系统 ( 1)存在无

界解 .证毕 .

　　由定理 1, 2立得

　　定理 3　 设 a( x )是有界函数 ,且定理 1条件

( H0 ) ～ ( H2 )成立 ,则系统 ( 1)的解一致有界当且仅

当 ( 3)、 ( 4)满足 .

　　例　当 n是自然数时 ,考虑系统

　　 x
 = y

2n - 1
- sin x co s

2
x ,　 y

 = - sin x , ( 11)

则系统 ( 11)的解一致有界 .

　　事实上 ,此时 a( x ) = 1,h ( y ) = y
2n- 1 , F (x ) =

sin x cos2
x , g (x ) = sin x ,易知 ( 11)满足定理 1的条

件 ( H0 ) - ( H2 ) ,且∫0

±∞

a
2 (s )g (s ) F (s )ds=∫

±∞

0
sin2

x

cos2
x dx = ±∞ ,从而满足定理 3条件 .证毕 .

　　注 2　此例虽然简单 ,但不能由文献 [1～ 11]等

以 前判别法判定 . 且此时亦有 lim
|x|→+ ∞

(G(x ) +

F (x ) Sg n x ) <+ ∞ ,而 ( 11)的解却一致有界 .

　　 利用解的有界性可讨论系统 ( 1)的零解的全局

渐近稳定性 .

　　 定理 4　设 ( H0 )成立 ,且 x F ( x )≥ 0,则系统

( 1)的零解全局渐近稳定的充要条件是

　　 ( A) xg (x ) > 0( x≠ 0) ; F ( x ) 0在含零任一

区间 ;及 ( 3)、 ( 4)满足 .

　　 证明　 充分性 易知系统 ( 1)有唯一奇点 ( 0,

0) .构造 V函数 V (x , y ) = H ( y ) + G( x ) .于是
dV
dt
|( 1)

= - a( x )g ( x )F (x ) < 0(x ≠ 0) . 在定理条件下 ,

V (x , y )是正定的 ,且易知满足定理 1条件 ,从而系统

( 1)的任一解正向有界 ,根据 Barbashin-Krasov skii

定理得系统 ( 1)的零解是全局渐近稳定的 .

　　 必要性 　由 ( H0 )知 ,对任 x 0∈ R,存在一点 y0

使得 h (y0 ) = F ( x0 )且由零解全局渐近稳定易知

g ( 0) = F ( 0) = 0.下面可以完全重复文献 [7 ]定理 1

的必要性证明可得 ( A)成立 .

　　 下证 ( 3)成立 .否则根据定理 2证明可得 ( 10) ,

于是 x
 ( t ) >

M
a( x )

> 0,从而 x ( t ) > x ( 0) = x 0 ,当 t

∈ R
+
时 ,与零解全局渐近稳定矛盾 .

　　类似可证 ( 4)成立 .证毕 .

　　注 3　当系统 ( 1)中 h ( y )严格单增时 ,此定理推

广和改进了文献 [7 ]的定理 1.特别 ,a (x ) = 1,h ( y )

= y时 ,文献 [8 ]的结果是定理 4的特例 . 从而改进

和推广了文献 [7] 的相应结果和文献 [8] 的结论 .
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v ) + Z
2
(B - Z ) (x - u)

2
- Z (y - v )  

h(x ) (h ( y ) - h (v ) )
y - v

+ Z (x - u ) (y - v )  

F ( x ) - F (u )
x - u

+ Z
2 ( x - u ) ( y - v )  

h(x ) (h ( y ) - h (v ) )
y - v

- Z
2
(x - u )

2
 

F (x ) - F (u )
x - u

= - 2C (x - u ) ( y - v ) + ZC (x - u)
2
+ Z

2
(x -

u ) ( y - v ) - Z
3
( x - u )

2
- ZA ( y - v )

2
+ Z

2
A (x -

u ) ( y - v )

= - Z (Z
2

- C ) ( [ ( x - u ) -
( 1+ A ) Z

2
- 2C

2(Z
2

- C ) Z
( y -

v ) ]2 -
( 1 - A ) 2

Z
4 - 4CZ

2 + 4C2

4( Z2 - C ) 2
Z

2 ( y - v ) 2 ) , ( 11)

注意到U0≤ Z且 0 < C < V(V<U
2
0 ) ,从而有 Z

2
- C

≥U2
0 - V> 0.当 A≠ 1时 ,注意到 0≤U0≤ Z≤U1 ,

利用条件 (Ⅳ )可得

　　
2C - 2C 1 - ( 1 - A )

2

( 1 - A )
2 < Z

2
<

2C+ 2C 1 - ( 1 - A )
2

( 1 - A )
2 ,

故知

　　 ( 1 - A )
2
Z

4
- 4CZ

2
+ 4C

2
< 0, ( 12)

结合 ( 11)、 ( 12)两式即知定理 A的条件 ( iii )也满足 .

因此应用定理 A即知系统 ( 1) 存在唯一的一致渐近

稳定的概周期解 . 当 A = 1,直接由 ( 11)式即知定理

A的条件 ( iii )满足 .因此定理 2的结论成立 .

2　实例

　　例　考虑系统

　

x = (
1
4

+ sin2
x ) ( ( 1 -

2
4

) y+
2

8
siny ) ,

　　 - 2x - co s t - cos 2 t ,

y = - ( xe- x2

+ 1
3
x ) ,

( 13)

这里 h(x ) =
1
4

+ sin
2
x ,h (y ) = ( 1 -

2
4

) y +

2
8

sin y , H ( y ) = ( 1
2

- 2
8

)y2 - 2
8

co s y >

0(y≠ 0)且 H ( y )→∞ ( y→∞ ) ; F (x ) = 2x , g (x )

= xe
- x 2

+
1
3 x ,

2
5 -

2
5 e

- x 2

+
2

15x
2
≤ G( x )≤ 2 -

2e- x 2

+
2
3
x

2 , 因此 G(x ) > 0(x ≠ 0) ,|F (x )|+

G(x )→+ ∞ (|x|→+ ∞ ) ; e( t ) = sin t + 2 sin

2 t是实连续概周期函数 , E ( t ) = - co s t - co s

2 t连续有界 . 又由于 h′( y ) = 1 -
2

4
+

2
8

cos y , 故 0 < A < 1; g′( x ) =
1
3

+ ( 1 -

2x 2 ) e- x 2

,故 0 < C < 4
3

;明显地 , 0 < B = 2,因此定

理 2的条件满足 . 从而系统 ( 13)存在唯一的一致渐

近稳定的概周期解 .
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