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摘要　设 r是个给定的正数 ,用 D = Dr表示复平面 C内以原点为心 r为半径的闭圆盘 .令 A (D ,D) = { f: f为

从 D到 D的连续映射 ,并且 f|D0解析 } .设 G: Dn+ 1→ C连续 (n≥ 2) ,并且 G|(Dn+ 1 )0解析 , g1 ,… ,gn∈ A (D ,D) ,

本文讨论了迭代函数方程 G( z , f ( g1 (z ) ) ,… , f n (gn ( z ) ) ) = 0,给出该方程在 A (D ,D)中有解和有唯一解的条

件 .
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Abstract　 Let r be a giv en po sitiv e num ber. Deno te by D = Dr the closed disc in the com plex

plane C w hose center is the origin and radius is r . W ri te A(D, D ) = { f : f is a continuous map

from D to it self , a nd f|D
0

is analy tic}. SupposeG: D
n+ 1→ C is a continuous m ap ( n≥ 2 ) , and

G|(Dn+ 1 ) 0
is analytic. Let g1 ,… ,gn∈ A (D ,D ) be giv en maps. In this paper, w e study the itera-

tiv e functional equation G(z , f ( g1 (z ) ) ,… , f
n
( gn (z ) ) ) = 0 and giv e som e condi tions for the e-

qua tion to have a solution and a unique solution inA (D , D ) .

Key words　 i terativ e functional equation, analy tic solution, di fference quotient , functional

space, compact convex set

　　文献 [1, 2]分别讨论了迭代函数方程 f
2
(z ) =

az
2
+ bz + c和∑
n

k= 0ck f
k

= 0,令 I = [a,b ]为紧致

区间 .文献 [3, 4]讨论了方程

　　F (x ) - ∑
n

k= 1λk f
k ( x ) = 0,对任意 x ∈ I , ( 1)

文献 [5]讨论了方程

　　F (x ) - G( f (x ) ,… , f n (x ) ) = 0,对任意 x∈ I ,

( 2)

文献 [3～ 5]给出了方程 ( 1)和 ( 2)的 C
0
和 C

1
解的存

在性和唯一性定理 .文献 [6]讨论了迭代函数方程

　　F (z ) - ∑
n

k= 1λk f
k (z ) = 0,对任意 z ∈ C使得

|z| < r1 , ( 3)

(其中 r1为正常数 ) ,并给出了该方程在原点的邻域

内有局部解析解的条件 ,文献 [7 ]讨论了更一般的迭

代函数方程

　　G(z , f (z ) ,… , f n (z ) ) = 0,对任意 z∈ D ( 4)

(其中 D为复平面 C的闭圆盘 ) ,在较弱的条件下证明

了该方程解析解的存在性和唯一性 .

　　 设 r是给定的正数 ,用 D = Dr = {z∈ C: |z|≤

r }表示复平面 C内以原点为中心 r为半径的闭圆盘 ,

D
0

= {z∈ C: |z|< r}表示 D的内部 ,对 C的任一子

集 K及任一整数 m≥ 1,记

　　 A(Dm , K ) = {j: j为 Dm上的连续的复值函数 ,

j(Dm )  K ,且 j|(Dm ) 0解析 } ( 5)

　　 本文将讨论下列迭代函数方程的解析解的存在

性和唯一性:

　G(z , f (g1 (z ) ,… , f
n

(gn (z ) ) ) = 0,对任意 z ∈ D ,

( 6)

其中 G∈ A (Dn+ 1 ,C ) , g1 ,… ,gn∈ A (D ,D )均为给定

的函数 ,n≥ 2,且 f 为未知函数 .

1　解析函数的差商、微商及复合

　　对任一 z∈ C和W C ,以 Re(z )表示 z的实部 ,

W
- 表示 W在 C中的闭包 ,并记 zW = {z w: w∈ W } ,

Re(W ) = { Re(w ): w∈ W }.对任一集合 Y及任一函

数 j: Y→ C ,记 ‖ j‖ = sup{|j( w )|: w ∈ Y } ,称

‖ j‖ 为j的 C
0
范数 .

　　 设 W是 C的路连通子集 ,j: W→ C是个连续函
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数 .对任意 W中的两点 z≠ w ,称 (j(z ) - j(w ) ) /(z

- w )为j的一个差商 ,记

　 ∧ j= { (j(z ) - j(w ) ) / (z - w ): z ,w∈ D , z≠

w } , ( 1. 1)

称 ∧ j为j的差商集 ,显然 , ∧ j为 C的连通子集 ,令

　　λj= λ(j) = sup{|w|: w∈ ∧ j}. ( 1. 2)

　　对任意 f ∈ A (D ,C ) ,以 f′表示 f的微商 ,则 f′

也是个解析函数 ,值得注意的是 f′的定义域是 D0而

不是 D.对任一 z∈ D
0
,我们有时也把函数值 f′(z )

记为 df (z ) /dz .

　　引理 1. 1[7 ]　设 f ∈ A (D ,C ) ,则 f′(D0 ) ∧ f ,

且λf = ‖ f′‖ .

　　对任意 f ,g∈ A (D,C )和 s , t∈ C ,定义映射 sf

+ tg: D→ C为 (sf + tg ) (z ) = sf (z ) + tg (z ) (对任

意 z ∈ D ) . 如所周知 ,在该运算之下 , A (D,C )是个

线性空间 .

　　设 n≥ 2,对任意 G∈ A (D
n+ 1

,C )和 k∈ { 0, 1,

… ,n } ,以 G′k表示 G的第 k个一阶偏微商 ,其定义为

G′k (z 0 , z 1 ,… , zn ) =  G(z 0 , z 1 ,… , z n ) / z k ,对任 (z 0 ,

z 1 ,… , z n ) ∈ (Dn+ 1 ) 0 ,则 G′k也是个解析函数 ,其定义

域是 (Dn+ 1 ) 0而不是 Dn+ 1 .记

　　 ∧ KG =

{
G(z 0 ,… , zk ,… , z n ) - G(z 0 ,… , z k- 1 , zk , zk+ 1 ,… , zn )
zk - wk

:

(z 0 ,… , z k ,… , zn ) ∈ D
n+ 1

, wk ∈ D - {zk } } , ( 1. 3)

λk G = sup{|w|: w∈ ∧ k G} . ( 1. 4)

类似于引理 1. 1,我们有

　　引理 1. 2　对任一 G∈ A (D ,C )和 k∈ { 0, 1,… ,

n } , G′k ( (D
n+ 1

)
0
)  ∧ kG ,且λkG = ‖ G′k‖ .

　　注 1. 1　若 D不是 C的凸子集 ,则引理 1. 1和

1. 2一般不成立 .

　　对任意 f ∈ A (D, D )及 k≥ 0,以 f k表示 f的 k

次迭代 ,其定义为 f
0
= id (其中 id为 D的恒等映射 ) ,

f
1 = f ,对 k≥ 2, f k = f f k- 1是 f 与 f k- 1的复合 .

　　对任意的 n+ 1个函数 f 0 , f 1 ,… , f n∈ A (D ,D )

和任一 G∈ A (Dn+ 1 ,C ) ,定义复合映射 G( f 0 , f 1 ,… ,

f n ): D→ C为

　　G( f 0 , f 1 ,… , f n ) (z ) = G( f 0 (z ) , f 1 (z ) ,… ,

f n (z ) ) ,

对任意 z∈ D. ( 1. 5)

　　类似于文献 [7]中的引理 1. 3,我们有

　　引理 1. 3　 设 f , g ,g1 ,… , gn∈ A (D ,D ) , G∈

A (Dn+ 1 ,C ) ,则 g f ∈ A (D , D ) ,并且 G( f 0 , f 1g1 ,… ,

f
n
gn ) ∈ A(D ,C ) .

　　据引理 1. 3,对任意 G∈ A (D
n+ 1

,C )及 g1 ,… ,gn

∈ A(D ,D ) , 我们可以定义映射 G* : A(D ,D ) →

A (D,C )为

G
*

( f ) = G( f
0
, f

1
g1 ,… , f
n
gn ) , 对任意 f ∈ A (D ,

D ) . ( 1. 6)

2　方程 ( 6)的解与映射ΧδG的不动点

　　设 n≥ 2,G∈ A(D
n+ 1

,C ) ,g1 ,… , gn∈ A (D, D ) ,

对任一实数W≠ 0,定义映射JWG: A(D, D )→ A (D,C )

为

　　JWG ( f ) = f - WG( f 0 , f 1g1 ,… , f n gn ) ,对任意 f

∈ A(D ,D ) , ( 2. 1)

容易看出 f为JWG的不动点当且仅当 f是方程 ( 6)的

解析解 . 因此 ,方程 ( 6)的求解问题可以转化为JWG

的不动点问题 .本文将用如下的定理去判定映射JWG

的不动点 . 该定理可在文献 [8 ]中找到 .

　　定理 A( Schauder-Tychonoff )　设 X是局部凸

的线性拓扑空间的紧致凸集 ,则任一连续映射J: X

→ X均有不动点 .

　　 当我们试图用上述定理去判定映射JWG是否有

不动点时 ,我们需要在 A (D ,C )上引进合适的度量 ,

需要寻找 A (D , D )的在JWG之下不变的紧致凸子集 .

我们采用 A (D ,C )上的 C0度量 ,其定义为

　　d ( f ,g ) = sup{|f (z ) - g (z )|: z∈ D } ,对任意

的 f ,g∈ A(D ,C ) .在该度量之下 , A (D ,C )成为局部

凸的线性拓扑空间 .对任一正数 b,令

　　 A(D ,D;b ) = { f ∈ A (D ,D ): λf ≤ b} ( 2. 2)

则 A(D ,D; b)是 A (D ,C )的凸子集 .

　　命题 2. 1[7 ]　在 C0度量 d之下 , A (D , D; b)是个

紧致空间 .

　　 命题 2. 2　 假设 G∈ A (Dn+ 1 ,C ) , g1 ,… ,gn ∈

A(D , D ) ,W≠ 0为实数 ,设JWG: A (D ,D ) → A (D,C )

如 ( 2. 1)式所定义 ,则JWG在度量 d之下连续 .

　　证明　据 ( 2. 1)式 ,JWG = id - WG* ,其中 id为

A(D ,D )的恒等映射 ,G* 由 ( 1. 6)式所定义 .因 id连

续 ,W为一个常数 ,为证JWG连续 ,我们只要证明 G
*
连

续 .考虑任一 f ∈ A (D ,D )及X < 0.令 g0 = idD .因

D
n+ 1 紧致 , G一致连续 ,故存在X′> 0使得对任意的

h0 ,h1 ,… ,hn∈ A (D ,D ) ,若 max {‖ hk - f
k
gk‖ : k =

0, 1,… ,n} < X′,则 ‖ G(h0 ,h1 ,… ,hn ) - G( f 0 , f 1g1 ,

… , f n gn )‖ < X.因 D紧致 , f , f 2 ,… , f n一致连续 ,故

存在X″> 0使得对任意 h∈ A (D , D ) ,若 ‖ h - f‖

< X″,则 m ax {‖ hk - f k‖ : k = 0, 1,… ,n } < X′.注意

到 gk ∈ A(D ,D ) ,‖ h
k
gk - f
k
gk‖ ≤ ‖ h
k

- f
k
‖ ,k

= 1,… ,n.于是 ,当 ‖ h - f‖ < X″时 ,‖ G* (h ) -

G
*

( f )‖ = ‖ G(h
0
,h

1
g1 ,… ,h
n
gn ) - G( f

0
, f

1
g1 ,… ,
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f
n
gn )‖ < X.这意味着 G* 在每一个 f ∈ A (D , D )处

连续 .命题 2. 2证毕 .

3　方程 ( 6)的解析解的存在性和唯一性

　　 定理 3. 1　 设 G ∈ A (D
n+ 1

,C ) , g1 ,… ,gn ∈

A (D ,D ) ,_ 0 = G( 0, 0,… , 0) ,且 b为一个正数 .若λ1G

< ∞ , g1 = idD ,并且存在模为 1的复数 c使得

　　 ( i ) inf ( Re(c∧ 1G ) ) > |_ 0 /r|+ λ0G+ ∑
n

j= 2
λjG ,

　　 ( ii ) inf ( Re(c∧ 1G ) ) > λ0G /b+ ∑
n

j= 2
λj Gλg
j
b
j - 1 ,

则方程 ( 6)有一个解 f 0 ∈ A (D , D;b ) .

　　证明　若 c≠ 1则可以用 cG替代 G.因此不妨

假设 c = 1.令 a0 = |_ 0|/r ,a1 = inf ( Re(c∧ 1G ) ) ,则

a1 > 0,据条件 ( i)和条件 ( ii )可以选取W< 1 /λ1G使得

　　W <
2(a1 - a0 - λ0G - ∑

n

j= 2λjG )

a
2
1 + λ2

1G - (a0 + λ0G+ ∑
n

j= 2
λjG ) 2

, ( 3. 1)

并且

　　W <
2(a1 - λ0G /b - ∑

n

j= 2λjGλgjb
j- 1

)

a
2
1 + λ2

1G - (λ0G /b+ ∑
n

j= 2
λj Gλg
j
b
j - 1 ) 2

,

( 3. 2)

设JWG: A (D ,D ) → A (D ,C )如 ( 2. 1)式所定义 ,考虑

任一 f∈ A (D ,D ) .记 h = JWG ( f ) ,则对任意 z∈ D存

在kj = kj (z ) ∈ ∧ jG ( j = 0, 1,… ,n ) ,使得

　h (z )= f (z ) - WG( 0, 0,… , 0) - W[G(z , f (g1 (z ) ) ,

… , f n (gn (z ) ) ) - G( 0, 0,… , 0) ] = f (z ) - W_ 0 -

W∑
n

j= 0kj f
j
( gj (z ) ) , ( 3. 3)

假设k1 = p + qi ,其中 p和 q均为实数 ,并且 i =

- 1, 则 a1 ≤ p ≤ λ1G , 并且 q < λ1G. 注意到

|f
j
(g j (z ) )|≤ r ,|kj|≤ λj G( j = 0, 1,… ,n) ,以及

|_ 0|= a0r ,由 ( 3. 3)式可得

　　|h (z )|= |( 1- Wp - Wqi ) f (z ) - W_ 0 - Wk0z -

W∑
n

j= 2
kj f j ( gj (z ) )|≤ (|1 - Wa1 - Wλ1Gi|+ W(a0+

λ0G+ ∑
n

j= 2λjG ) )r , ( 3. 4)

( 3. 1)式等价于

　　|1 - Wa1 - Wλ1Gi|+ W(a0 + λ0G+ ∑
n

j= 2λj G) <

1, ( 3. 5)

由 ( 3. 4)和 ( 3. 5)式可得|h (z )| < r.这意味着 h (≡

JWG( f ) ) ∈ A (D , D ) .由此我们有

　　JWG( A (D ,D ) )  A (D, D ) . ( 3. 6)

　　进一步 ,若 f ∈ A (D , D;b) ,则对任意 z∈ D
0
和

j ∈ { 0, 1,… ,n } , 据 引 理 1. 1 和 ( 2. 2) 式 ,

|df
j
( gj (z ) ) /dz|= |f

1
(g j (z ) )  f

1
( f ( gj (z ) ) )  …  

f
1 ( f j - 1 ( gj (z ) ) )  g′j (z ) )|≤ λjfλg

j
≤ λg
j
b
j . ( 3. 2)式

等价于

|1 - Wa1 - Wλ1Gi|+ W(λ0G /b+ ∑
n

j= 2
λjGλg
j
b
j- 1 ) < 1,

( 3. 7)

于是由引理 1. 2及 ( 3. 7)式可得

　　|h′(z )|= |f
1
(z ) - W∑
n

j= 0G′j (z , f ( g1 (z ) ) ,

… , f n (gn (z ) ) )  d( f j (g j (z ) ) /dz|

　　 ≤ |1- Wa1 - Wλ1Gi f
1 (z )|+ Wλ0G+ W∑

n

j= 2
λjG 

|d( f
j
( gj (z ) ) ) /dz|

　　 ≤ |1 - Wa1 - Wλ1Gi|b+ W(λ0G+ ∑
n

j= 2
λjGλg
j
b
j )

　　 ≤ b. ( 3. 8)

由 ( 3. 8)式和引理 1. 1可得λh≤ b.此时由 ( 3. 6)式可

知 h = JWG ( f ) ∈ A (D , D; b) . 因此我们有

　　JWG ( A(D, D;b ) )  A (D ,D; b) ( 3. 9)

据命题 2. 1,A (D , D; b) 是紧致的 . 又据命题 2. 2,

JWG|A(D ,D; b)是连续的 .于是 ,由 ( 3. 9)及定理 A可

知JWG有一个不动点 f 0 ∈ A (D ,D; b) ,它是方程 ( 6)

的解析解 .定理 3. 1证毕 .

定理 3. 2　 设 G ∈ A (Dn+ 1 ,C ) , g1 ,… ,gn ∈

A(D ,D ) ,令 _ = inf {|w|: w∈ ∧ 1G } ,b为正数 .假设

λ1G <∞ , g1 = idD ,并且存在正数 b及模为 1的复数 c,

使得定理 3. 1中的条件 ( i )和 ( ii)均成立 .若下列条件

亦成立 .

　　 ( iii )∑
n

j= 2∑
j - 1

k= 0λjGb
k < _ ,

则该方程在 A(D ,D )中有唯一解 f 0∈ A (D , D;b) .

　　证明　据条件 ( i )、 ( ii )及定理 3. 1可知方程 ( 6)

有一个解 f 0∈ A (D ,D; b) .因 f 0∈ A (D ,D; b) ,故λf
0

≤ b,从而λ( f
k
0 ) ≤ λ
k
f 0 ≤ b
k
, (k = 1, 2,… ) .

　　假定 h∈ A (D ,D )也是方程 ( 6)的解 ,取 v∈ D

使得 |f 0 (v ) - h (v )|= ‖ f 0 - h‖ .则存在 kj =

kj (z ) ∈ ∧ jG ( j = 1,… ,n)使得

　　 0 = G(v , f 0 (g1 (v ) ) ,… , f
n
0 (gn (v ) ) ) - G(v ,

h (g1 (v ) ) ,… ,hn (gn (v ) ) )

　　 = k1 ( f 0 (v ) - h (v ) ) + ∑
n

j= 2
kj ( f j0 ( gj (v ) ) -

　　　h
j
( gj (v ) ) )

　　 = |k1 ( f 0 (v ) - h (v ) ) + ∑
n

j= 2∑
j - 1

k= 0
kj  

　　　 ( f
k
0 f 0h
j- k - 1

(g j (v ) ) ) - f
k
0hh
j- k- 1

(g j (v ) )|

　　 ≥ |k1 ( f 0 (v ) - h (v ) )|-

　　　∑
n

j= 2∑
j- 1

k= 0|kj ( f
k
0 f 0h
j - k- 1

( gj (v ) )

　　　 - f k0hh j- k- 1 (g j (v ) ) )|

　　 ≥ _  ‖ f 0 - h‖ - ∑
n

j= 2∑
j- 1

k= 0λjGλ
k
f 0

　　　  ‖ f 0 - h‖
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　　 ≥ (_ - ∑
n

j= 2∑
j - 1

k= 0λjGb
k
)  ‖ f 0 - h‖ .

( 3. 10)

因 _ - ∑
n

j= 2∑
j- 1

k= 0
λj Gbk > 0, 故由 ( 3. 10)式可得

‖ f 0 - h‖ = 0,这意味着 h = f 0. 因此方程 ( 6)在

A (D ,D )中只有 f 0这一个解 .定理 3. 2证毕 .

4　例

　　假设 _ 0 ,T,T1 ,T2 ,T3 ,均为复数 . g1 = idD ,g2 , g3 ,

g4∈ A (D ,D )是给定的函数 ,并且λg
2
,λg

3
,λg

4
均不大

于 2. 取 n = 4.设迭代函数方程为

　　_ 0 + T1z + f (z ) (T+ z +

f
2
( g2 (z ) ) f

3
(g3 (z ) ) ( f

4
(g4 (z ) ) )

3
) -

( f
2
g2 (z ) ) ( ( f

3
(g3 (z ) ) )

2
- T3z f

4
(g4 (z ) ) ) +

T2 f
3
(g3 (z ) ) = 0, ( 4. 1)

(对任意 z∈ D ) ,则相应的 G: D
5
→ C的表达式为

　　G(z 0 , z 1 , z 2 , z 3 , z 4 ) = _ 0+ T1z 0 + Tz 1+ z 0z 1+

z 1z 2z 3z
3
4 - z 2z

2
3 + T3z 3+ T3z 0z 2z 4 , ( 4. 2)

对任意的 p = (z 0 , z 1 , z 2 , z 3 , z 4 ) ∈ (D
5
)

0
,经计算可得

　　

G′0 (p ) = T1 + z 1 + T3z 2z 4 ,

∧ 1G = {T+ z 0 + z 2z 3z
3
4: (z 0 , z 2 , z 3 , z 4 ) ∈ D

4
} ,

G′2 (p ) = z 1z 3z
3
4 - z

2
3+ T3z 0z 4 ,

G′3 (p ) = z 1z 2z
3
4 - 2z 2z 3 + T2 ,

G′4 (p ) = 3z 1z 2z 3z
3
4 + T3z 0z 2 ,

( 4. 3)

假设 r = 1,|_ 0|≤ 1,|T1|≤ 1,|T2|≤ 3,|T|≥ 2,则

由 ( 4. 3)式和引理 1. 2可得λ0G≤ 4,λ2G≤ 5,λ3G≤ 5,

λ4G≤ 6,并且_ (≡ inf {|k|: k∈ ∧ 1G } ) = |T|- 2.取

c1 = |T|/T, 则 inf ( Re(c1 ∧ 1G) ) = |T|- 2. 此外

|_ 0 /r|≤ 1.把它们代入定理 3. 1和 3. 2中的条件 ( i)

～ ( iii )可得

　　 I1 = inf ( Re(c1∧ 1G ) ) - |_ 0 /r|- λ0G - λ2G - λ3G

- λ4G≥ |T|- 23; ( 4. 4)

　　 I2 = inf ( Re(c1∧ 1G ) ) - λ0G /b - λ2Gλg
2
b - λ3Gλg

3
b

2

- λ4Gλg
4
b

3 ≥ |T|- 2 - 4 /b - 10b - 10b2 - 12b3 ;

( 4. 5)

　　 I3 = _ - λ2G ( 1+ b) - λ3G ( 1+ b+ b2 ) - λ4G ( 1

+ b+ b
2
+ b

3
) ≥ |T|- 18 - 16b - 11b

2
- 6b

3
;

( 4. 6)

若|T|> 23,b =
1
4

,则 I 1 > 0, I 2 > 0, I 3 > 0,于是由

定理 3. 1, 3. 2及 ( 4. 4) ～ ( 4. 6)式可得

　　命题 4. 1　若|_ 0|≤ 1,|T1|≤ 1,|T2|≤ 3,|T|

≥ 23,并且λg
2
≤ 2,λg

3
≤ 2,λg

4
≤ 2,则方程 ( 4. 1)有一

个解 f 0 ∈ A(D ,D;
1
4

) ,而且 f 0是方程 ( 4. 1) 在

A(D1 ,D1 )中的唯一的解 .
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中国寒地水稻单本植超高产研究获成功

据华声报 1999年 10月 13日报道: 由黑龙江省农科院绥化农科所于良斌主持的 “寒地水稻单本植超高产
栽培法” 研究 , 最近获得成功。采用这种技术 , 一平方米只用 75 g芽种 , 插 20来棵水稻秧 , 加上一定的栽培

措施 , 到秋后亩产就可达 700 kg以上。目前这种栽培方法已在黑龙江省 8个县以及辽宁、 吉林、 河北、 江西
等省试验成功 , 种植面积达 300公顷。
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