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摘要　利用极小子群及 4阶循环子群的“ C-正规” 性得到有限群 p-幂零性的若干结果 , 推广了一些著名定理 ,

如 Ito 定理等 , 也使文献 [ 10 ]中的主要结果得到进一步推广 .
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Abstract　 Using C -no rmali ty of minimal subg roups a nd the cyclic subg ro ups of order 4, w e ob-

tain some new cha racteriza tions o f p -ni lpo tent g roups. Our results g enerali ze som e famous the-

orems such as Ito Theo rem , and improv e the main results in [10 ].
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　　关于有限群 G的极小子群对群 G的结构的影响

的研究是有限群研究的重要课题之一 . Ito 曾证明:如

果对某个奇素数 p , G的每个极小 p子群在 G之中心

里 ,那么 G是 p -幂零的 .这是关于极小子群的最著名

的定理之一
[1 ]

.自此以后 ,一系列文章针对这一结果

的各方面推广进行研究 .在此我们仅提及其中比较有

影响的三个方面 .

一方面 ,人们探求将上述结果局部化 .李世荣在

文献 [2, 3 ]等文章中系统研究了有限群 G的 Sylow

p -子群 S的极小子群与 S的正规化子 NG ( S )之间的

关系 ,获得了关于 Ito 定理的一系列深刻推广 ,比如:

( 1)设 p是一个固定的素数 , S是 G的一个 Sylow

p -子群 ,假设 S的每个极小子群含于 Z ( NG ( S) ) .若 p

= 2,还假设 S的每个 4阶循环子群正规于 NG ( S ) ,则

G是 p -幂零的 .

( 2)设 p是 |G|的最小素因子 , S是 G的一个

Sy low p -子群 .如果

( i )K1 ( S)由 N G ( S)的 p阶拟中心元生成 ;

( ii )p = 2时 ,K2 ( S)由 NG ( S )的 2阶和 4阶拟中

心元生成 ;

那么 G是 p -幂零的 .

另一方面 ,许多数学工作者都研究过 PN -群 ,即

极小子群均正规的有限群 ,如文献 [4, 5 ]等 .

　　再者 ,人们围绕将 PN -群中的正规条件减弱为

“类正规” ,“拟正规”或进一步减弱到“极小子群 X均

为 N E-群 ,即 X = NG (X ) ∩ X
G”进行研究 ,获得了

丰富的成果 ,参见文献 [6～ 8 ]等 .极小子群已成为近

些年人们感兴趣的课题之一 ,其有关的新结果不断地

被发现 .王燕鸣在文献 [9 ]中引出“C-正规”的概念 ,

并证明: G的极小子群及 4阶循环子群 < x > 在 G中

C-正规 (即存在 K G,使 G= < x > K且 < x > ∩

K≤ < x > G ,这里 < x > G = Co reG ( < x > )是 < X

> 在 G中的核 ) ,则 G是超可解的 .如果略去奇阶极小

子群 ,则可以得到 G是 2-幂零的 (本文定理 2) .

本文利用极小子群及 4阶循环子群的 C-正规性

得到有限群 p-幂零性的若干结果 ,推广了上述 Ito 定

理 , 也使文献 [10 ]中的结果得到进一步推广 .

本文考虑的群均为有限 .所用符号和术语的意义

同文献 [11 ]. 另外 ,设 Z∞ (G) = ∪
∞

i= 0
Zi (G)是 G的超

中心 ,其中 Zi (G)是 G的上中心列的第 i项 .

1　主要引理

引理 1
[9 ]
　设 G是群 ,则

1)若 H在 G中 C-正规 , H≤ K≤ G,则 H在 K

中 C-正规 ;

2)若 K G, K≤ H ,则 H在 G中 C-正规当且

仅当 H /K在 G /K中 C-正规 .
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引理 2
[12 ]
　若 G为内 p-幂零群 ,则

1)G的阶为 p
a
q
b ,其中 p、 q是不同的素数 ;

2)G= PQ, P G, P是 G的 Sylo w p -子群 ,Q是

G的非正规 Sy low q-子群 , Q循环 ;

3) p > 2时 , ex p( P ) = p; p = 2时 , ex p( P )≤ 4;

4)若 P为 Abel群 ,则 P为初等 Abel群 ;

5)c∈ P \Ф( P )当且仅当 [c,b ]≠ 1,其中 b是 Q

的生成元 ;

6) Z (G) = Ф(G) = Ф( P )×Ф(Q ) .

引理 3　设 G为内 2-幂零群 ,若 G的 2阶子群

< x > 在 G中 C-正规 ,则 < x > ≤ Z (G) .

证明　 依条件 ,存在 G的正规子群 K ,使 G

= < x > K且 < x> ∩ K≤ < x> G.若 < x> ∩ K为

2阶群 ,则 < x> = < x> ∩ K = < x> G,即 < x >  

G,从而 < x > ≤ Z (G) .若 < x > ∩ K = 1,我们来导

出一个矛盾:因为此时 G /K是 2阶群 ,对 G的任一奇

阶元 y ,有 y
2∈ K ,从而 y∈ K ,G= PO

2 (G) = PK ,

其中 P∈ Syl2 (G) .而 K为 2-幂零 ,故 G亦然 .矛盾 .

引理 4　设 G为内 p -幂零群 , < x > 是 G的 p
n

阶子群 ,若 < x > 在 G中 C-正规 ,则 < x >  G.

证明 　 依条件有: G = < x > K , K G, < x

> ∩ K≤ < x > G.若 < x > ∩ K的阶是 p
n
,则 < x

> ≤ K ,此时 < x > = < x > ∩ K = < x > G G,引

理已成立 .若|< x > ∩ K|< p
n ,则|G /K|> 1, 1 <

K < G,从而 K为 p-幂零 ,且 y
pi

∈ K , 1≤ i≤ n ,对

任意 y∈ G成立 .若 y为 p′元 ,则 y∈ K ,从而 G=

PO
p (G) = PK ,其中 P∈ Sylp (G) .由 K的 p -幂零性

即得 G亦 p-幂零 .矛盾 .

2　主要结果

定理 1　对某个固定的素数 p ,如果 G的每个 p

阶子群含于 Z (G) , 4阶循环子群在 G中 C-正规 ,则 G

是 p -幂零的 .

证明　若结论不成立 ,设 G是极小阶反例 .

首先 ,依引理 1知 , G的子群满足条件 ,从而 G为

内 p -幂零群 .由引理 2, G= PQ, P ,Q性质如引理 2

所述 .若 p > 2,则因 ex p( P ) = p及定理条件 , P≤

Z (G) .从而 Q PQ= G,矛盾 .所以 p = 2, ex p( P )

≤ 4.

其次 ,依文献 [11 ]定理 5. 5知 P非循环 ,任取 4

阶元 x ∈ P ,由引理 4, < x >  G,从而 < x > Q <

PQ = G, < x > Q为 2-幂零 , < x > ≤ CG(Q) , P≤

CG (Q) .矛盾 .

所以极小反例不存在 , G为 p -幂零群 .

定理 2　若 G的所有 2阶及 4阶循环子群在 G中

C-正规 ,则 G为 2-幂零 .

证明　这是引理 3和定理 1的直接结果 .

关于 G的 2-幂零 ,我们再给出下面的定理 .

定理 3　设 P是 G的 Sylo w 2-子群 ,如果 P是

Abel的且 P的每个 2阶子群在 G中 C-正规 ,则 G为

2-幂零 .

证明　定理的条件是子群遗传的 .若 G非 2-幂

零 ,设 G是极小阶反例 ,则 G为内 2-幂零群 .由引理 2

的 4) ,P 是初等阿贝尔的 . 再利用引理 3得 P≤

Z (G) .矛盾 .

定理 4　对某个固定的素数 p ,设 G的每个极小

p子群包含于 Z∞ (G) , 4阶循环子群在 G中 C-正规 ,

则 G是 p-幂零的 .

证明　若定理不成立 ,设 G为极小阶反例 .

( 1)G为内 p -幂零群 , p = 2,G的 Sylow 2-子群

非循环 .

事实上 ,对 G的任一真子群 H ,利用数学归纳法

不难验证: Zn (G)∩ H≤ Zn ( H ) , n∈ N .从而 ,对

H的任一 p阶子群 < a > ,有 < a > ≤ Z∞ (G)∩ H

≤ Z∞ ( H ) .由引理 1, H的 4阶循环子群在 H中 C-正

规 ,所以 H满足定理条件 ,由 G的极小性知 , H为 p -

幂零 .从而 G是内 p -幂零群 . G= PQ, P ,Q性质如引

理 2所述 .若 p > 2,则由引理 2的 3)知 ex p(P ) = p ,

由条件知 P≤ Z∞ (G) .根据文献 [1 ]辅理 12. 9知 P为

G的一个直因子 .矛盾 .所以 p = 2, G为内 2-幂零群 .

( 2)G为超可解群 .

如若不然 ,则 G为内超可解群 .对 P \Ф( P )的任

意元 a,首先我们断言 o (a) = 4.事实上 ,若  a∈

P \Ф(P )使 o(a ) = 2,取 M = < a > G,则 M≤ P且

1 < MФ( P ) /Ф( P ) G /Ф( P ) .由文献 [12]中定理

7. 6知 P /Ф( P )是 G /Ф( P )的极小正规子群 ,从而 P

= MФ( P ) = M.因为对 g∈ G,ag为 2阶元 ,依条

件有 a
g∈ Z∞ (G) ,所以 P= M≤ Z∞ (G) ,于是由 G /P

 Q幂零知 G /Z∞ (G)幂零 .又 G为有限群 ,故存在 n

∈ N使 Z∞ (G) = Zn (G) .现在由 G /Zn (G)幂零 ,我们

有 (G /Zn (G) ) i = 1,对某个 i∈ N .即 GiZn (G) /Zn (G)

= 1, Gi≤ Zn (G) .据此并考虑到 Gi+ m = [Gi+ m- 1 , G ] ,

对 m 作归纳可得到 Gi+ m ≤ Zn - m (G) ,从而 Gi+ n≤

Z0 (G) = 1, G幂零 .矛盾 .故对 a∈ P \Ф(P ) ,恒有

o(a ) = 4.由条件及引理 4知 < a >  G,从而 < a >

Q < G, < a > Q幂零 , < a > Q= < a > × Q,a∈

CG (Q) ,矛盾于引理 2的 5) .

以上论证表明: a∈ P ,必有 a∈ Ф(P ) ,从而 P
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= Ф( P ) .矛盾 .

( 3)导出最后的矛盾 .

由 ( 1) , ( 2)知 q为超可解群 G的最大素因子 ,从

而 Q G.矛盾 .

所以反例 G不存在 . G为 p-幂零群 .

推论 1[10 ]　 设 G的所有素数阶子群包含于

Z∞ (G) , 4阶循环子群在 G中 C-正规 ,则 G是幂零群 .

证明　注意到有限群 G幂零当且仅当对任一素

数 p||G|,G都是 p -幂零的 .推论 1是定理 4的直接结

果 .

定理 5　设 N G, G /N p -幂零 ,若 N的 p阶子

群包含在 Z (G)中且 4阶循环子群在 G中 C-正规 ,则

G是 p -幂零群 .

证明　若定理不成立 ,设 G为极小阶反例 .

( 1)条件是子群遗传的 ,从而 G为内 p -幂零群 , p

= 2, G= PQ如引理 2所述 .

事实上 ,对 G的任一真子群 K ,由 G /N p -幂零 ,

故 K /K∩ N K N /N亦为 p-幂零 . K∩ N的 p阶

子群包含在 Z (G)∩ K中 ,K∩ N的 4阶循环子群在

G中 C-正规 ,由引理 1的 1)知它们在 K中 C-正规 .

所以 K ,K∩ N满足定理条件 ,故 K为 p -幂零 ,从而

G为内 p -幂零群 .又若 p > 2,则由引理 2的 3)知

ex p(P ) = p ,从而依条件得 P∩ N≤ Z (G) ,注意到

G /P幂零 , G /N p -幂零 .从而 G /P ∩ N  G /P×

G /N的一个子群亦为 p-幂零 , G亦然 .矛盾 .故 p =

2.

( 2) 1 < N < G,从而 N幂零 .这是因为当 N = 1

时定理条件表明 G为 p -幂零 .矛盾 .当 N = G时 ,由

定理 1知 G为 p -幂零 .亦矛盾 .

( 3)反例 G不存在 .

由 ( 2) ,N幂零 .可设 N = N p× N q ,其中 N p∈

Sy lp ( N ) , N q∈ Sylq (N ) .易见 N p、N q均为 G的正规

子群 ,从而 N p≤ P , N q≤ Q.下证 N p < P且 N q < Q.

若否 ,设 N p = P ,则 P≤ N .如果 P是 Abel的 ,由引

理 2的 4) , P为初等 Abel群 .依条件得 P≤ Z (G) .矛

盾 .如果 P是非 Abel的 ,则对 P的任意 4阶元 x ,由引

理 4及 G的极小性得 < x > Q < G, < x > Q为幂

零 ,故 < x > ≤ N G(Q) ,进而 P≤ NG (Q) , Q G.矛

盾 .从而 N p < P ,而 N q < Q明显成立 .

现在 N pQ < G,故 N pQ幂零 ,N pQ= N p× Q,由

引理 2的 5)知 ,N p≤Ф( P )≤ Z (G) ,又 PN q < G,从

而 PN q = P× N q ,N q≤ CG ( P ) , N q≤ Z (G) .可见 ,N

≤ Z (G) ,而由条件 G /N p -幂零 ,故 G /Z (G) p-幂

零 ,进一步 G /Z (G)幂零 , G亦幂零 .矛盾 .

所以极小反例 G不存在 , G必为 p -幂零群 .

仿推论 1,利用定理 5可得如下推论 .

推论 2
[ 10]
　设 N G,G /N幂零 ,若 N的素数阶

子群包含于 Z (G) , 4阶循环子群在 G中 C-正规 ,则 G

是幂零群 .
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