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摘要　讨论一类固定资产投资模型 , 证明了系统的解的存在唯一性。 给出系统能控的充分必要条件 .
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Abstract　We deal wi th controllability properties of a class of investm ent m odel, and prove the ex-

istence and uniqueness of the solution. On the basis of the solution, the sufficient and necessary

condi tion about controllabili ty are giv en.
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　　国内生产总值 ( GDP)的增长是投资积累、 劳动

力和科技进步等因素作用的结果 .固定资产积累增长

在经济运行中占有举足轻重的地位 ,因此研究固定资

产投资问题的能控性具有重大的现实意义 [1 ] .针对复

杂的经济系统中的投资问题 , 文献 [2 ]建立了如下的

投资模型:

 k (a, t )
 a

+  k (a, t )
 t

= - _ (a)k (a, t ) + g (a, t )

　 t∈ ( 0, T ) ,

k (a , 0) = k0 (a)　　　　　a∈ ( 0,am ) ,

k ( 0, t ) = r ( t ) A ( t ) LU( t ) (∫
a
m

0
k (a, t )da)a

　 t∈ ( 0, T ) .

( 1)

其中 a表示最大役龄 ,k (a , t )表示固定资产按役龄的

分布密度函数 ,_ (a)为固定资产按役龄的相对折旧

率 , r ( t )表示固定资产积累率 ,k ( 0, t )表示初始值 ,

h( t )表示时刻 t新增的固定资产 , A ( t )表示科技进步

率 , L ( t )表示劳动力函数 ,T和U分别表示劳动力和资

产产出的弹性系数 ,且T+ U= 1,T、U> 0,g (a, t )是

由进出口差额形成的固定资产分布密度函数 .不失一

般性设 g (a , t ) = 0.本文将应用现代控制论的观点和

方法 ,讨论分布参数控制系统 ( 1)的能控性 .研究这

类模型的现实意义在于考察投资系统在给定的时期

内 ,能否在投资政策 (积累率等 )的作用下 ,从初始目

标出发 ,沿预定的投资目标轨线运行达到最终目标 .

研究的结果对固定资产投资及产业结构调整等政策

的制定有一定的参考价值 .

1　系统的算子形式解

引理 1　设 k′0 (a)+ _ (a)k0 (a)∈ L
2 ( 0,am ) , r ( t )

∈ L
2
( 0, T ) ,且 r ( t )连续可微 ,∫

a
m

0
_ (a) dd < ∞ (a <

am ) ,∫
a
m

0
_ (a) da→∞ (a→ am - 0) . A ( t )关于 t单增 ,

t→∞ , A ( t )→∞ .且在任意有限区间 [0, T ]上有界 .

其中: L ( t ) , A( t )∈ L
2
( 0, T ) ,h( t ) ∈ L

2
( 0, T ) ,k0 (a)

∈ L
2 ( 0,am ) ,则 ( 1)等价于

k (a, t ) =
k0 (a - t ) e∫

a

a- t
_ (d) dd
　　a≥ t ,

h( t - a) e∫
a
a- t
_ (d) dd　　a≤ t .

( 2)

其中h( t ) = r ( t ) A ( t )LU ( t ) (∫
a
m

0
k (a, t ) da )T.

作变换

q( t ) = k (a, t ) - U( t ) (∫
am

0
k (a , t ) da )

T
e∫
a
0
_ (f)df

, ( 3)

则 ( 3)式可表为: q( t ) = ( I - B ( t ) )k ( t ) , ( 3′)

其中 q( t ) = q(a, t ) ,k ( t ) = k(a, t ) .算子 B ( t )定义如

下:

B ( t )k ( t ) = U( t ) (∫
a
m

0
k(a, t ) da)

T
e∫
a

0
_ (f) df
　 k ( t ) ∈

C ( ( 0, T ) ,L 2 ( 0,am ) ) .

下面我们将证明 ( 3)所作的变换是确当的 .为此

我们将引进一些定义和记号 .

定义 1
[3 ]
　设 X是 Banach空间 ,如果 P是 X中
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的某非空凸闭集 ,并且满足下面两个条件: ( 1)x∈ p,

λ≥ 0 λx ∈ p. ( 2)x ∈ p , - x ∈ p x = 0.则称

P是 X中的一个锥 ,用 P
0表示 P的内点集 .如果 P

0≠

 ,则称 P是一个体锥 .设 P是实 Banach空间 X中的

一个体锥 ,对 x , y∈ P
0
( P的所有内点的集合 ) ,令

M (x /y ) = inf{λ: x≤λy } ,m (x /y ) = sup{_: x≥

_ y } ,

显然 0 < m ( x /y )≤ M ( x /y ) ,且 m ( x /y ) y≤ x≤

M (x /y ) y.

定 义 Hilbert 投 影 距 离 为 d (x , y ) =

ln{M ( x /y ) /(m (x /y ) ) }.易知 d (x , y )是 P
0
的一个拟

距离 .

定义 2
[3 ]　若 x , y∈ P, 0≤ x≤ y ,有‖ x‖ ≤

‖ y‖ ,则称范数关于 P是单调的 .

定理 1　 t∈ ( 0, T ) ,∫
am

0
k (a, t ) da≠U

1+ U
TU ( t )

(∫
a
m

0
e
-∫a

0
_ (f) df

da )
1
U , k(a, t )关于 (a, t )连续 ,且范数关于

P是单调的 .则对任意 q( t ) ∈ C ( ( 0, T ) ,L 2 ( 0,am ) ) ,

方程 ( 3′)有唯一解:

k ( t ) = ( I - B ( t ) )
- 1
q( t ) ,

其中 ( I - B ( t ) ) - 1是算子 ( I - B ( t ) )的逆 .

证明 　 设 S是 C ( ( 0, T ) ,L
2
( 0,am ) )中的有界

集 ,对 k ( t )∈ S,因而 B ( t ) ( S)中诸函数等度连续 .

由此知 B ( t )是紧算子 .

下面只需证明在定理的条件下 ,齐次方程

k ( t ) - B ( t )k ( t ) = 0,

即 k(a, t ) = U( t ) (∫
am

0
K (a, t ) da)

T
e
-∫a0_ (f) df

只有零解 .

令 E= C ( ( 0, T ) , L2 = ( 0,am ) ) , P= {k ( t )|k ( t )

∈ E ,k ( t )≥ 0} ,考察算子

B ( t )k ( t ) = U( t ) (∫
a
m

0
k(a, t ) da)Te-∫a0_ (f) df.

若 k ( t ) ∈ P
0
, 即 m = min(k ( t ) ) (a) > 0,而

B ( t )k ( t ) = U( t ) (∫
a
m

0
k (a, t )da)Te-∫a

0
_ (f) df≥ m

T
a
T
mU( t ) >

0 ( 0 < T< 1)B ( t ): P
0
→ P

0
,显然 B ( t ) (λk ( t ) ) =

λ
T
B ( t )k ( t ) .即 B ( t )是正T齐次的 ,并且当 0 <T< 1

时 ,有:如果 B ( t )k1 ( t )≤ B ( t )k2 ( t ) .从而知 B ( t )是增

子 .依上所述 ,有

m (
k1 ( t )
k2 ( t )

)k2 ( t )≤ k1 ( t )≤ M (
k1 ( t )
k2 ( t )

)k2 ( t ) 

[m (
k1 ( t )
k2 ( t )

) ]TB ( t )k2 ( t )≤ B ( t )k1 ( t )≤

[M (
k1 ( t )
k2 ( t ) ) ]

T
B ( t )k2 ( t ) ,

故 M (
B ( t )k1 ( t )
B ( t )k2 ( t )

)≤ [M (
k1 ( t )
k2 ( t )

) ]T, m (
B ( t )k1 ( t )
B ( t )k2 ( t )

)≥

[m (
k1 ( t )
k2 ( t )

) ]T,

从而 d( B ( t )k1 ( t ) ,B ( t )k2 ( t ) ) =

ln [M (
B ( t )k1 ( t )
B ( t )k2 ( t ) ) /m (

B ( t )k1 ( t )
B ( t )k2 ( t ) ) ]≤

Tln(M (
k1 ( t )
k2 ( t )

) /m (
k1 ( t )
k2 ( t )

) ) = Td(k1 ( t ) ,k2 ( t ) ) ,

令 B1 ( t )k1 ( t ) = B ( t )k ( t ) /‖ B ( t )k1 ( t )‖ .则 B2 ( t ): P1

→ P1 . ( P1 = P
0
∩ S1 , s1 = { x|x∈ E ,‖ x‖ = 1} ) ,

并且 k1 ( t ) ,k ( t )∈ P1时 ,有

　　 d(B1 ( t )k1( t ) ,B1 ( t )k2 ( t ) )=

d(B ( t )k1 ( t ) /‖ B ( t )k1 ( t )‖ ,

　　B ( t )k2 ( t ) /‖ B ( t )k2 ( t )‖ ) = d(B ( t )k1 ( t ) ,

B ( t )k2 ( t ) )≤Td(k1 ( t ) ,k2 ( t ) ) . ( 4)

于是 B1 ( t )映 P1入 P1的压缩映象存在 .而 ( P1 ,d )是

完备的 ,因此 ,B1 ( t )在 P1中有唯一的不动点 k
0 ( t ) .

令 k
*

( t ) = ‖ B ( t )k
0
( t )‖

1
1-Tk

0
( t ) .

下证 k
* ( t )是 B ( t )在 P

0中的不动点 .事实上 ,

k
* ( t )∈ P

0 ,并且

B ( t )k* ( t ) = ‖ B ( t )k0 ( t )‖
T

1-TB ( t )k0 ( t ) =

‖ B ( t )k0 ( t )‖
T

1-T+ 1
B1 ( t )k0 ( t ) = k

* ( t ) .

另外 ,若 k
* * ( t )∈ P

0 .使 B ( t )k* * ( t ) = k
* * ( t ) .由

( 4)式知

d(k* ( t ) , k* * ( t ) ) = d(B ( t )k* ( t ) , B ( t )k* * ( t ) )

≤Td(k* ( t ) , k* * ( t ) ) .

从而 d(k
*

( t ) , k
* *

( t ) ) = 0 k
*

( t ) = λk
* *

( t ) ,

λ> 0.于是

k
* ( t ) = B ( t )k* ( t ) = B ( t ) (λk* * ( t ) ) =

λ
T
B ( t )k

* *
( t ) = λ

T
k

* *
( t ) .

由此得λ= 1 k
* ( t ) = k

* * ( t ) .

最后证 k
* ( t )是 B ( t )在 E中的唯一的下不动点 .

为此 ,只须证明

若 R ( t )∈ E, R ( t )≥ 0不恒为 0,且 B ( t )R ( t ) =

R ( t ) ,则必有: R( t )∈ P.这是显然的 .由齐次方程

( I - B ( t ) )k ( t ) = 0, ( 5)

或 k (a, t ) - U(∫
a
m

0
k (a, t ) da)Te-∫a0_ (f) df= 0, ( 6)

得 k (a, t ) = h( t ) e-∫a0_ (f) df= 0, ( 7)

将 ( 7)式代入 ( 6)式得

[1 - h-U ( t ) ] (∫
a
m

0
e-∫a

0
_ (f) df)Th( t ) e-∫a0_ (f)df= 0, ( 8)

若h( t )≠ 0,则 ( 8)有唯一的正不动点满足

h-U ( t ) = U( t ) (∫
a
m

0
e-∫a

0
_ (f) dfda)T ∫

a
m

0
k (a, t ) da =

U
-

1+ U
TU ( t ) (∫

am

0
e
-∫a0_ (f) df

da)
-

1
U ,

依定理的假设 ,方程只有零解 ,由此得出 ( I - B ( t ) )
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可逆 .定理得证 .

施行变换 ( 3)后 ,方程 ( 1)变成

 q
 a

+
 q
 t

= - _ (a)q -
 
 t

{U( t )

[∫
a
m

0
( ( I - B ( t ) )

- 1
q( t ) ) (a) da ]

T
} e

-∫a0_ ( p) dp
,

q(a , 0) = k0 (a) - U( t ) (∫
am

0
k (a, t )da)

T

　　 e-∫am0 _ ( p )dp ,

　q( 0, t ) = 0.

( 9)

定义 L
2
( 0,am )中的算子 A;

Aq = - _ (a)q -
dq
da

,

D ( A) = {q(a) , Aq(a)∈ L
2
( 0,am ) ,q(a ) = 0} ,

于是方程 ( 9)可以改写成自反的 Banach空间 L
2 ( 0,

am )中的发展方程

dq
dt

= Aq+
d
dt

[G( t )q( t ) ] ,

q( 0) = q0 .

( 10)

其中 G( t )q( t ) = -U( t ) (∫
a
m

0
[I - B ( t )- 1

q( t ) ]

(a) da)Te-∫a
0
_ ( p) dp .

引理 2
[4 ]　对 λ∈ C (复数集 )λ∈ d( A) ,且有

R (λ; A) p =∫
a

0
p (s )e

-λ( a- s ) -∫as_ (f)df
ds.

证明　对方程 ( 10)作 Laplace变换 ,我们有

　

q(a,λ) =∫
∞

0
q(a, t ) e- dt ,

λq(a ,λ) - q(a, 0) =∫
∞

0

 q(a, t )
 t

e-λt dt ,

λ[G(λ)q(λ) ] - G( 0)q( 0) =

　　∫
∞

0

d [G( t )q( t ) ]
dt

e-λt dt ,

dq(a,λ)
da

=∫
∞

0

 q(a , t ) ]
 a

e
-λt

dt .

( 11)

将 ( 11)代入 ( 10)得到如下的常微分方程

　

dq
da

+ [λ- _ (a ) ]q = q(a, 0) - λG(λ)q(λ)

　　 + G( 0)q( 0) ,

　q( 0,λ) = 0.

( 12)

常微分方程式 ( 12)的解为

　q(a,λ) = e-λa -∫am0 _ ( p )dp∫
a

0
p(s ) eλs+∫

s
0
_ ( p) dp ds,

其中 p(s ) = q0 (s ) - λ(G(λ)q(λ) ) (s ) +

(G( 0) q( 0) ) (s ) .并且

　　
dq
da

+ [λ+ _ (a) ]q = (λI - A )q,

故 (λI - A ) = p.

　　 (λI - A) - 1
p =∫

a

0
p( S ) e-λ(a- s) -∫as_ ( p )dp ds .

　　 定理 2　在 L
2
( 0,am )中 t > 0, A所生成的 C0

类半群可表示为

　　 ( T ( t )q) (a) =
q(a - t ) e-∫t0_ (f- t- a) dt　　a≥ t ,

0　　　　　　　　　　a < t .

从而方程 ( 1)在 L
2
( 0,am )有唯一的解

　　 k ( t ) = ( I - B ( t ) ) - 1 ( T ( t )q0 +∫
t

0
T ( t - s )

d
ds

[G(s )q(s ) ]ds ) , ( 13)

并且方程 ( 10)等价于

　　q( t ) = T ( t )q0 +∫
t

0
T ( t - s )

d
ds

[G(s) q(s ) ]ds.

( 14)

2　系统的能控性

　　定义 3　对于指定 t0和状态 x 0 .当且仅当存在时

间f2和容许控制 u∈ U. (f2和 u都可能与 ( t 0 , x0 )有

关 ) ,使得 x0 = h( t0 ,f2 ; 0,u)就说系统在 t0处的状态

是可达的 ;其中h( t0 ,f2 ; x ,u )为状态转移映射 .文中 ,

r ( t )是控制量 .

　　 定义 4　如果所有的 ( t0 ,x 0 )都可达 ,则称系统

是状态可达的 .

　　 定义 5　系统 ( 14)在区间 [0, T ]称为关于 (k0 ,

k1 )能控是指存在控制 r ( t )U,使得 k ( T ,k0 , r ) = k.

　　定理 3　若系统 ( 14)在区间 [0, T ]关于 (k0 ,k1 )

能控 ,则 ( 1)亦在区间 [0, T ]称为关于 (k0 ,k1 )能控 ,

反之亦然 .

令 N (q( t ) , r ( t ) ) =
d
dt

(G( t )q( t ) ) =
d
dt

{ - r ( t ) A ( t )  

L
U

( t ) (∫
am

0
[I - B ( t )

- 1
q( t ) ] (a) da)

T
e

-∫a0_ ( p) dp
} ,

则系统 ( 10)可以写成如下抽象半线性方程

dq
dt

= Aq+ N (q, r ) ,

q( 0) = q0 .

( 15)

这里 , N ( ,  )是 X× U到 X上的单值非线性向量值

函数 ,且满足:

( 1) 对任何 q( ) ∈ C ( 0, T; X ) ,u ∈ U. 都有

N ( ,  )∈ L
2 ( 0, T; X ) .

( 2)对任何 r ( ) ∈ L
2
( 0, T; U ) , ( 15)有唯一的

mild解:

q( t; q0 , r ) = T ( t )

+∫
t

0
T ( t - s ) N (q(s; q0 , r ) , r (s ) ) ds. ( 15′)

引入 ( 15′)相应的线性系统

y′= Aq+ u,

y ( 0) = q0 .
( 16)

则当 u ( )∈ L
2
( 0, T ; X )时 , ( 16)有唯一的 mild

179广西科学　 1999年 8月　第 6卷第 3期



解

y ( t ; q0 ,u ) = T ( t ) q0 +∫
t

0
T ( t - s )u (s) ds. ( 17)

设 PN (q0 ) = {q∈ X: q = q( T; q0 , r ) , r∈ L
2 ( 0,

T; U ) } ,

P (q0 ) = {q∈ X: q = y ( T; q0 ,u ) ,u∈ L
2 ( 0, T;

X ) } ,

PN (q0 ) ,P (q0 )分别称为系统 ( 15) , ( 16)在 T时

刻的能达集 .

定义映照: F: L2 ( 0, T; U ) → C ( 0, T; X ) , Fr =

q( ,q; r ) ,

N
- : C ( 0, T ; X ) × L

2
( 0, T; U) → L

2
( 0, T; X ) ,

N- (q, r ) ( ) = N (q( ) , r ( ) ) .

G: L
2
( 0, T; X )→ X , Gq =∫

T

0
T ( T - s )q(s ) ds.

由 G的定义知 G是一个多值映照 ,它的逆算子

G
- 1总是存在的 ,并且 G

- 1也是一个多值映照 .令:

VT (q0 ,q) = G
- 1 (q - T ( T )q0 ) .则 [5 ]

VT (q0 ,q) = {v ( )∈ L
2 ( 0, T; X ): q = y ( T; q0 ,

v ) }. ( 18)

这里 ,当 q∈ R (G) (G的值域 )时 , G- 1
q是 L

2 ( 0,

T; X )的子集 ,当 q R (G)时 ,G
- 1
q =  .对 v ( )∈

VT (q0 ,q) ,有 Gv = q - T ( T )q0及 [ 6]

q( t ; q0 ,u ) = T ( t ) q0 +∫
t

0
T ( T - s)v (s) ds.

所以 v使得系统 ( 15)从 q0出发在 T时刻到达 q1 ,

因此 , ( 18)式完全刻划了系统 ( 17)的能控性 .

定理 4　系统 ( 17)在区间 [0, T ]关于 ( y0 , y1 )能

控的充分必要条件是 VT ( q0 ,q)≠ .

对系统 ( 15′)的任一条轨道 q( t: q0 , r ) ,取 u ( t ) =

N (q( t; q0 , r ) , r ( t ) ) , t∈ [0, T ] ,则 q( ; q0 , r ) = y ( ;

q0 ,u) .因此 , ( 15′)的任一条轨道均是 ( 17)的轨道 ,故

有 PN ( q0 ) P (q0 ) ,下面定理说明在一定的条件下 ,

相反的包含关系也成立 .

定理 5
[7 ]
　系统 ( 15′)区间 [0, T ]关于 (q0 ,q1 )能

控的充分必要条件是: 系统 ( 15)在区间 [0, T ]关于

(q0 ,q1 )能控 ,及存在 v ( )∈ VT (q0 ,q) , r ( t ) ∈ U,使

得 N- (Fr , r ) = v.

引理 3　 A的共轭算子的预解式有如下的表达式

R (λ; A* )= R
* (λ-; A) p =∫

a
m

f
eλ(f- a )+∫f0_ ( s) ds

p (a) da.

引理 4　 A
* 有如下表达式

A
*
p =

dp
da

- _ (a) p , D ( A* ) = {p|p∈ L
2 ( 0,

am ) , A*
p∈ L

2 ( 0,am ) , p(am ) = 0,

它生成的 C0类半群可表为

( T* ( t ) p ) (a) =
p (a+ t ) e-∫t+ a

a
_ (f) df

a≤ am - t ,

0　　　　　　　 a > am - t .

定理 6　 线性系统 ( 17)在区间 [0, T ]关于 (q0 ,

q1 )能控的充分必要条件是存在正数 M使得

‖ T
* ( T - s )q‖ L

2
( 0,a

m
) ≥ M‖ q‖ L

2
( 0,a

m
) .

 q∈ X
* = X = L

2 ( 0,am ) .

即∫
am

0
[q(a+ T - s ) e

-∫T- s+ a
0

_ (f) df
]
2
da≥ M∫

am

0
q

2
(a )da.

　 (a≤ am - t ) .

证明 　 不失一般性 ,我们设 q0 = 0,令 Qu =

∫
T

0
T ( T - s )u(s ) ds ,那么 , Q∈ L (L ( 0, T ; X ) ,X ) . Q*

∈ L ( X ,X* ) .对任意 q∈ X
* ,u∈ L

2 ( 0, T ; X ) ,有

< Qu,q > =∫
T

0
< u (s ) , T* ( T - s )q > ds =

< u ,Q*
q > .

因此 ,Q* q= T
* ( T - s )q.控制系统 ( 16)在区间 [0,

T ]关于 (q0 ,q1 )能控等价于算子的值域 R (Q) = X ,

而 R (Q) = X必须且只须 Q
*
有有界逆 ,也就是

‖ T
*

( T - s )q‖ L
2
( 0,am ) ≥ M‖ q‖ L

2
( 0,am ) . q∈

X
*

= X = L
2
( 0,am ) .

定理 4与定理 6结合 , 我们给出了系统 ( 1) 能

控的充分必要条件 .
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