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摘要　给出一维对流扩散方程的格子 Bolt zmann方法 , 并确定方法中的粘滞系数与对流系数的关系 , 计算机模

拟表明理论结果是正确的 .
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Abstract　 A lattice Boltzmann Method for one dimension convection-dif fusion equa tion is present-
ed. The relationship betw een the convection coefficient and the diffusion coef ficient in the Lat tice

Boltzmann Method ( LBM ) are determined. The theoretical results are demonst rated by computer

simulation.

Key words　 convection-dif fusion equation, lattice Boltzmann method, computer simulation

　　自从格子 Boltzmann方法被提出用来作为求解

偏微分方程新的数值途径以来 , 已取得了很大的进

展 , 特别在求解流体 Navier-Stokes方程上有了许多

成果
[1 ]
. 格子 Boltzmann方法现在已被广泛地应用在

各种问题的研究上 ,如多孔介质 [ 2 ]、不相溶流体 [3 ]、磁

流体 [4 ]、 反应扩散方程 [5, 6 ]等领域 .

扩散过程广泛存在于物理、化学、生物等领域中 ,

起着很重要的作用 .对流扩散方程是描述扩散过程的

一个重要方程 ,但在复杂的边界和初始条件下 ,解析

求解是很困难的 . 为此本文提出一维的格子 Boltz-

mann方法以作为求解一维对流扩散方程的有效数值

方法 ,并给出了格子 Boltzmann方法中粘滞系数与对

流系数的关系 .在此基础上可将该方法推广到高维情

况去 . 已知一维对流扩散方程为:

 td+ T xd= v 
2
xd ( 1)

其中d是密度 ,要求d≥ 0;T是对流系数 ; v是扩散系

数 ,要求 v≥ 0.

1　格子 Bol tzmann方法

本文的格子 Boltzmann方法建立在一维的规则

格子上 , 格子间的距离为一个单位 . 引入单粒子分布

函数 f (ea , x , t ) ,它给出速度为 ea的粒子 , t时刻出现

在 x处的几率 . ea可取值 - 1, 0, 1,分别对应粒子速

度方向向左、不动、向右三种情况 , 并满足:

∑
1

T= - 1
eT= ∑

1

T= - 1
e
3
T= 0;∑

1

T= - 1
e
2
T= ∑

1

T= - 1
e
4
T= 2;

按统计物理 ,分布函数遵守下格子 Boltzmann方程:

f (ea , ea+ x , t+ 1) = f (ea ,x , t ) - ( f (ea , x , t ) -

f
( 0)
(ea ,x , t ) ) /f, ( 2)

f
( 0)
(ea ,x , t )是 t时刻 x处的局域平衡分布函数 ,f是

弛豫时间 ,为满足稳定性条件要求f≥
1
2
.由 ( 2)式可

见 ,如果给出 f
( 0)
(ea , x , t )则可给出以后时间的分布

函数 f (ea ,x , t ) .

2　密度平衡方程
将分布函数 f (ea ,x+ ea , t+ 1)按格子空间和演

化时间进行 Taylor级数展开到二级项得出:

 t f a + ea x f a +
1
2
 2t f a+ ea t x f +

1
2
e
2
a 2x f a = -

1
f( f

T - f
( 0)
T ) . ( 3)

采用多尺度展开技术

 t = W t 1+ W2 t 2+ … ; x = W 1x ; fT= f
( 0)
T + Wf ( 1)T

+ W
2
f
( 2)
T , ( 4)

此处W是个小参量 .将此展开技术 ( 4)式代入 ( 3)式 ,

在W一阶小量下有

 t1 f
( 0)
T + ea 1x f

( 0)
T = -

1
f

f
( 1)
T , ( 5)

在W二阶小量下有

 t2 f
( 0)
T + ( 1 -

1
2f
) ( t1 f

( 1)
T + ea 1x f

( 1)
T ) = -
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1
ff

( 2)
T , ( 6)

长波和低频条件下 ,由统计物理 ,密度可由下式决定

d= ∑
T

fT= ∑
T

f
( 0)
T , ( 7)

将 ( 5)式和 ( 6)式分别对下标求和可给出

 t 1d+  1x∑
T

ea f
( 0)
T = 0, ( 8)

 t 2d+ ( 1 -
1
2f
) 1x∑

T
ea f

( 1)
T = 0. ( 9)

( 8)、 ( 9)即为时间 t 1和 t2尺度下的密度平衡方程 .

3　 局 域 平 衡 分 布 函 数 f ( 0) (ea ,x , t ) 的

Chapman-Enskog展开和对流扩散方程的推导

　　局域平衡条件下 ,分布函数可由局域宏观量决

定 ,因此可将分布函数按 Chapman-Enskog展开为密

度的函数:

f
( 0)
a = V1d+ V2ead　　a = - 1, 1,

f
( 0)
a = V0d　　　　　 a = 0,

( 10)

此处V1 ,V2 ,V0为待定参数 ,用如下方法将确定它们的

取值 .将 ( 10)式代入 ( 7)式 ,可得到:

V0+ 2V1 = 1. ( 11)

为了出现对流项 ,我们令

Td= ∑
T

f
( 0)
a ea , ( 12)

由 ( 12)、 ( 18)式得到

V2 =
T
2
, ( 13)

 t 1d+ T 1xd= 0, ( 14)

利用 ( 5)式和 ( 14)式 , 可得到

∑
T

ea f
( 1)
a = - f( - T2 1xd+ 2V1 1xd) , ( 15)

将 ( 15)式代入 ( 9)式 ,便得到

 t 2d+ ( - f) ( 1 -
1
2f
) ( 2V1 - T

2
) 

2
1xd= 0, ( 16)

将 ( 14)式乘上 W, ( 16)式乘上W2 ,然后两式相加便可

回到正常的时间空间尺度下的方程

 td+ T xd= v 2xd,

v = (f-
1
2
) ( 2V1 - T

2
) , ( 17)

该方程与式 ( 1)的形式完全一样 .

由 ( 11)、 ( 13)和 ( 17)式 , 可给出所有的待定系

数:

V2 = T/2,

V1 = T2 /2+ v /2(f- 0. 5) ,

V0 = 1 - 2V1 .

4　对流系数α和扩散系数 v的关系

在对流扩散方程中 , 扩散系数和对流系数是互

相独立的 , 但在 LBM方法中它们却存在着一定的关

系 . 在统计物理中 ,要求分布函数 f
( 0)
0 ≥ 0,因此由

( 11)式得出 2V1≤ 1.为保证 f
( 0)
± 1≥ 0,要求V1±V2≥

0.从 V1和V2的表示式 ,可得到T2 + v /(f- 0. 5)≥

|T|.考虑V1≤ 0. 5,我们最后得到 v和T的关系: 1 -

T2≥ v /(f- 0. 5)≥|T|- T2 .

5　计算机模拟
为了验证如上的理论结果 ,我们进行了如下情况

的计算机模拟实验 .

 td+ T xd= v 
2
xd,

d( 0, t ) = 0,

d( l , t ) = 0,

d( x , 0) = sin(cx
l
) e
Tx
2v .

该问题的解析解为

d( x , t ) = e- ( 4(
c
l
) 2+ (

T
v
) 2)

vt
4
+
Tx
2v sin(

cx
l
) .

当f= 0. 8,T= 0. 25,v= 0. 25, l = 30, t = 200,我们

在图 1中给出了理论值和计算机模拟值 .

图 1　理论值与计算机模拟值的比较

　　 Fig. 1　 Th e comparison betw een th eo retica l r esults and

computer simula tion results

● 　理论 Th eoretical; ▲ 　模拟 Simulation.

由图 1可见 ,除了在分布较陡峭的地方理论值和计算

机模拟值有些误差外 , LBM方法较好的给出了对流

扩散方程的解 ,另外所产生的误差可通过调整可调参

数τ来进一步消除 .
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