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摘要　在通常的概率空间上考虑一种复对称鞅 , 应用它的 q均方函数的 a. e. 有限性 ,弱 ( 1, 1)型 ,强 ( p, p )型 ,

H函数不等式 , 以及它的增长速度给出值空间的 PL一致凸性的刻划 .
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Abstract　 A symmetric complex martingales w as discussed on general probabili ty space. Appling

a. e. finitely , w eak type ( 1, 1) , st rong type ( p, p ) ,H-inequalites and grow th velocity of q-mean

square function of symmetric complex martingales, w e characterized uniformly PL-convex property

fo r complex quasi-Banach space.
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　　 Banach空间值鞅论中一个饶有兴趣的问题是研

究鞅的收敛性质或者强弱大数定律与 Banach空间几

何性质的关系 . Hof fmann-J rgensen与 Pisier
[ 1 ]曾经

应用 0均值独立增量鞅的不等式和大数定律刻划

Banach空间的型和余型 , Pisier
[2 ]
, Woyczynshi

[3 ]
等还

分别研究过 B值鞅的各种类型的大数定律与 Banach

空间的光滑性的关系 . 1984年 Davis, Garling, Tom-

czak-Jaegermann
[ 4]
研究了复空间的 PL一致凸性并

且应用在其中取值的一类特殊鞅 (所谓 Hp-shurb)的

不等式予以刻划 . 文献 [5] 则在通常的概率空间上

定义了一种复对称鞅 ,采用了与原有定义等价的 “四

点型” PL凸性定义 ,证明了等价赋范定理 .本文进一

步研究复对称鞅的 q均方函数 , 应用它的 a. e. 有限

性 , 弱 ( 1, 1)型 ,强 (p ,p )型 ,H函数不等式以及它

的增长速度给出值空间 PL一致凸性的刻划 .

1　基本定义与复对称鞅不等式

　　定义 [5 ]　 设 ( X ,‖  ‖ )是复拟 Banach空间 ,

(K,B ,D)为任一概率空间 ,称 X值适应序列 (Fn ,

B n ,n≥ 0)是复对称鞅 ,简记为 F= (Fn ) ,若B n是递

增的纯原子 e代数序列 ,并且对于每个集合 A =

{Fn- 1 (k) = x 1} ,有某个 x 2∈ X ,使得 P (dFn = ± x2 ,

± ix2 ) =
1
4
P ( A) . 其中 dFn = Fn - Fn- 1 ,n≥ 1,F0

= 0为 F = (Fn )的鞅差 ,记 dF = (dFn ) . F的 q均方

函数记为 S
(q)
( F) ,即

　　 S
( q) ( F ) = sup

n
S
(q)
n ( F) ,

　　 S
( q)
n ( F ) = (∑

n

i= 1

‖ dFi‖ q ) 1 /q ,

此外 ,对于 F = ( Fn ) ,记 ‖ F‖ p = sup
n
‖ Fn‖ p .

　　关于复空间 X PL一致凸与 q-PL一致凸的定义

见文献 [5 ]. X是 q-PL一致可凸的意思是存在着等价

范数使 X成为 q-PL一致凸的 .

　　引理 1
[5 ]
　复拟 Banach空间 X是 q-PL一致可凸

的当且仅当存在常数 C > 0,使得每个 X值复对称鞅

F = ( Fn )　满足

　　‖ S
(q) (F )‖ q≤ C‖ F‖ q . ( 1)

　　 本节利用停时和好λ不等式方法证明了以下定

理

　　 定理 1　设 X是复拟 Banach空间 , 2≤ q <∞ ,

则以下条件等价:
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　　 (Ⅰ ) X是 q-PL一致可凸空间 ;

　　 (Ⅱ ) 对于每个 X 值复对称鞅 F = ( Fn ) ,若

‖ F‖ 1 < ∞ ,则 S
( q)

(F ) < ∞ a. e. ;

　　 (Ⅲ ) S( q) ( )在复对称鞅上是弱 ( 1, 1)型算子 ,即

存在 C > 0使得每个复对称鞅 F满足

　　λD( S
( q)

(F ) > λ)≤ C‖ F‖ 1; ( 2)

　　 (Ⅳ ) S
( q)

( )是强 (p , p)型算子 ,即对于 1 < p <

∞ ,有 Cp > 0使每个复对称鞅 F满足

　　‖ S
(q)
( F)‖ p≤ Cp‖ F‖ p ; ( 3)

　　 (Ⅴ )若H: [0,∞ )→ [0,∞ )是一般H函数 ,H( t )

单调增加连续 ,H( 0) = 0,限制增长 ,则存在 CH> 0使

得每个复对称鞅 F满足

　　EH( S(q) (F ) )≤ CHEH( F* ) ,

当H为严格凸时 ,有

　　‖ S
(q)
( F)‖ H≤ CH‖ F‖ H , ( 4)

这里 F
* (k) = sup

n
F
*
n (k) , F*n (k) = sup

n≥ k
‖ F

* (k)‖ .

‖ F‖ H = sup
n
‖ Fn‖ H为 Orlicz范数 .

　　引理 2　若 X值复对称鞅 F= ( Fn )满足 ‖ F‖ 1

< ∞和 P ( S( q) ( F ) = ∞ ) > 0,则存在另一 X值复对

称鞅 F
~ , F~ 是一致有界的并且

　　P ( S
(q)
( F) = ∞ )≥

1
2
P( S

( q)
(F ) = ∞ ) . ( 5)

　　证明　记 A = {S(q) (F ) = ∞ } ,则由 Doob极大

不等式

　　P (F
*
> λ)≤

C
λ‖ F‖ 1 ,取λ使得 P (F

*
> λ) <

1
2
P( A ) . 定义

　　Ak = {‖ Fi‖ ≤λ, 1≤ i≤ k - 1,‖ d Fj‖ ≤ 2λ,

1≤ j≤ k} ,

　　uk = iA
k
, F~ n = ∑

n

k= 1

ukd Fk , F~ = ( F~ n ) ;

则有‖ F
~

n‖ ≤ 3kλ,注意到 (uk ,k≥ 1)是可料序列 ,故

F
~ 仍是一个有界的 X 值复对称鞅 . 另一方面 ,

　　P ( S(q) ( F~ ) = ∞ ) ≥ P ( S(q ) ( F~ ) = S
(q) (F~ ) ,

S
( q) (F ) = ∞ ) ,

　　P ( S(q) ( F~ )≠ S
( q) (F ) , S( q) ( F ) = ∞ )≤ P ( F* >

λ, S( q) ( F ) = ∞ )≤
1
2
P ( A) .

　　所以 P ( S
(q )
( F~ ) = ∞ )≥

1
2
P ( A) .

　　定理 1的证明 (Ⅰ ) (Ⅱ )根据引理 1,存在 C >

0使得对每个 X值复对称鞅 F = ( Fn ) ,

　　‖ S
(q)
( F)‖ q≤ C‖ F‖ q ,

由此 ,若‖ F‖ ∞ <∞ ,则 S
( q)
( F ) <∞ a. e.再利用引

理 2,若 ‖ F‖ 1 < ∞ ,则 S
(q )
( F) < ∞ a. e. .

　　 (Ⅱ ) (Ⅲ )由 (Ⅱ )可得: X> 0, W> 0,当

‖ F‖ 1 < W时 ,

　　 P ( S(q) (F )≥X) <X, ( 6)

若不然 ,存在X0 > 0和 X值复对称鞅列 F
(k ) ,k = 1, 2,

3,… ,‖ F
(k )‖ 1 < 2- k ,但 P ( S(q) ( F(k ) )≥X0 )≥X0 .记

F
( k) = ( F(k )

n ) ,不妨设每个 F
( k)
0 = 0,对应的e代数序列

为 (B kn ) ,则存在自然数 nk使得

　　 P ( S
(q)
nk (F

(k)
)≥
X0
2
)≥
X0
2
,

不妨设B k∞ = V
∞

n= 1
B kn , (k≥ 1)彼此独立 ,考虑鞅差序

列

　　 ( dF
( 1)
11 ,… ,d F

( 1)
1n

1 ,dF
( 2)
21 ,… ,d F

( 2)
2n

2 ,d F
( 3)
31 ,… ) ,

记对应的鞅为 F
~ = (F~ n ) ,一方面 F

~ = ( F~ n )仍为 X值

复对称鞅且 ‖ F
~
‖ 1≤∑

∞

k= 1
‖ F

(k )
‖ 1≤∑

∞

k= 1

1
2
k = 1.为

了方便 ,在这里和下面假定在拟范数定义中的 k =

1
[5 ]
,否则利用等价 p范数可得出所要的结果 .另一方

面 ,令 Ak = {S
( q)
n
k
(F

(k)
>
X0
2
) } ,则∑

∞

k= 1
P ( Ak ) = ∞ ,应

用 Borel - Cantelli引理知道 P ( Ak , i ,o ) = 1,由此知

几乎处处有 S
( q) ( F~ ) = ∞ . 此与 (Ⅱ )矛盾 .

　　由 ( 6)式不难推出: C > 0,使得若对任何 X值

复对称鞅 F = (Fn )有

　　 S
( q) ( F ) > 1 a. e. ,则 ‖ F‖ 1≥ C. ( 7)

　　下面证明对任何 X值复对称鞅 F ,有

　　CP( S( q)k (F ) > 2)≤‖ F‖ 1 , ( 8)

然后以 2λ- 1
F代替 F ,C- 1代替 C即得 ( 2)式 .

　　设 P ( S(q )k ( F ) > 2) > 0,取与 F同分布彼此独立

的复对称鞅 F
( j ) ( j = 1, 2,… ) ,记

　　 A j = {S
( q)
k (F

(j )
) > 2} ,uj = iAcj ,

这里iAc
j
是集合A

c
j的特征函数 , Ac

j是 Aj的余集 .

此时

　　 Euj = P( S
( q)
k (F

(j )
)≤ 2) = P ( S

(q )
k ( F )≤ 2) < 1.

注意由鞅差序列范数的可料性 ,u j是可料序列 ,定义

鞅差序列

　　 ( dF ( 1)
1 ,d F( 1)

2 ,… ,dF ( 1)
k ,u1d F

( 2)
1 ,… ,u1d F

( 2)
k ,

u1u2dF
( 3)
1 ,… ) ,

相应的鞅记为 F
~ = ( F~ n ) ,则 F

~ 是复对称鞅 ,由独立性

　　 E‖ F
~

kj‖ = E ( 1 + u1 + u1u2 + … +

u1u2… uk- 1 ) E‖ F
( j)
k ‖ ≤ ( 1 - Eu1 ) - 1

E‖ F
( j )
k ‖ =

P ( S
(q)
k > 2)

- 1
E‖ F

( j)
k ‖ ,

于是

　　 P ( S(q)k (F ) > 2)‖ F
~

kj‖ 1≤‖ F
( j )
k ‖ 1 , ( 9)

注意到∑
∞

k= 1
P ( Ak ) = ∞ ,由 Borel-Cantelli引理 P ( Ak , i ,

0) = 1,这说明 S
( q) (F~ ) > 1 a. e. ,由 ( 7)得到‖ F

~
k j‖
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≥ C ,从而由 ( 9)式得到 ( 8)式 .

　　 (Ⅲ ) (Ⅳ )对任意的λ> 0,W> 0和U
q
> W

q
+

1,定义停时

　　_ = inf {n, S
(q )
n ( F) > λ} , ( 10)

　　ν= inf {n, S
(q)
n ( F) > Uλ} ,

　　W= inf {n,‖ Fn‖ ∨ ‖ dFn+ 1‖ > Wλ} ,

约定 infH= ∞ . 记 Ak = {_ < k≤ν∧ W} ,uk = iA
k
,

由于 F是 X值复对称鞅 , (uk )是可料序列 ,令

　　F
~

n = ∑
n

k= 1
ukdFk , (F~ = F

~
n ) , ( 11)

注意当 un = 1时 ,k∈ {_ < n≤ν∧ W} = {_ < n}∩

{n≤ ν∧ W}此时存在 k0 , 1≤ k0 < n ,k Ak
0
,k∈

Ak
0
- 1 ,从而

　　F
~

n = ∑
n

k= k
0
+ 1

dFk = Fn - Fk
0
= Fn- 1+ dFn - FK

0
,

由e的定义和 n≤e可以得到

　　‖ F
~

n‖ ≤ ‖ Fn - 1‖ + ‖ dFn‖ + ‖ Fk
0
‖ ≤

3Wλ,

从而

　　E‖ F
~

n‖ ≤ 3WλP (_ <∞ ) = 3WλP ( S(q) (F ) > λ) ,

( 12)

但在 {ν= n,e= ∞ }上 , F* ≤Wλ,d* (F )≤Wλ,并且

对上述 k0 , E k0 - 1 < _ ,从而

　　S
( q)
n (F~ )q = ∑

n

k= 1

‖ ukd Fk‖ q = ∑
n

k= 1

‖ dFk‖ q -

‖ d Fk 0‖
q
- ∑

k
0
- 1

k= 1
‖ d Fk‖

q
≥ (U

q
- W

q
- 1)λ

q
,

于是

　　 {ν= n ,e= ∞ } {S
( q)
n (F~ )

q
≥ (U

q
- W

q
- 1)λ

q
} ,

或者进一步地

　　 {S
(q)
(F ) > Uλ, F

*
∨ d

*
( F)≤Wλ} {S

(q)
n ( F~ )

q

≥ (Uq - Wq - 1)λq } , ( 13)

将 ( 2)应用于 ( F~ n ) ,则 ( 12)、 ( 13)给出

　　P ( S(q) ( F) > Uλ,F* ∨ d
* ( F) ≤ Wλ) ≤

P ( S(q) ( F~ ) )q ≥ (Uq - Wq - 1)λq ≤ (Uq - Wq -

1)
-

1
2λ

- 1
L sup

n
E‖ F

~
n‖ ≤ 3WL (U

q
- W

q
-

1) -
1
2 P ( S( q) ( F ) > λ) ,

于是

　　P ( S
(q)
( F) > Uλ)≤ P ( F

*
∨ d

*
(F ) > Wλ) +

P ( S(q) ( F) > Uλ, F* ∨ d
* ( F )≤W)≤ P (F* ∨ d

* ( F)

> Wλ) + 3Wλ(U
q
- W

q
- 1)

-
1
2 P ( S

(q )
( F ) > λ) ,

( 14)

此即关于 ( S(q) (F ) , F* ∨ d
* ( F) )的好λ不等式 ,取

H( t ) = t
p ,则由文献 [5 ]引理 7给出

ES
( q) (F )p≤ CE( F* ∨ d

* ( F) )p≤ CE( F* ) p ( 0 < p

< ∞ ) ,

当 1 < p < ∞时 ,则 Doob不等式得到

　　‖ S
(q)
(F )‖ p≤ Cp‖ F‖ p .

　　 (Ⅳ ) (Ⅰ )可由引理 1得到 .

　　为证 (Ⅲ ) (Ⅴ ) ,由 (Ⅲ )我们已经得到好λ不等

式 ( 14) ,应用上面提到的文献 [5]引理 7可得

　　 EH(S( q) (F ) )≤ LEH( F* ∨ d
* (F ) )≤

LEH( 3F* ) ,

利用H的限制增长性得

　　 EH(S( q) (F ) )≤ CEH( F* ) ,

设 ‖ F
*
‖ H = 1,此时 EH( F

*
)≤‖ F

*
‖ H ,故有

　　‖ S
(q)
(F )‖ H ≤ 1 + EH(S

( q)
(F ) ) ≤ 1 +

CEH( F* )≤ 1+ C ,

由 ‖ F‖ H的齐性得出

　　‖ S
(q) (F )‖ H≤ ( 1+ C )‖ F

* ‖ H =

C′H‖ F
* ‖ H,

若H还是严格凸的 ,则由 Doob不等式得

　　‖ S
(q)
(F )‖ H≤ CH‖ F‖ H.

　　 (Ⅴ ) (Ⅱ )由 (Ⅴ )知 ,对每个 X值复对称鞅 F ,

若 ‖ F‖ ∞ ,则 S
(q)
( F) <∞ a. e. ,再利用引理 2即得

(Ⅱ ) . 定理得证 .

2　 q均方函数的增长速度

　　本节研究 X值复对称鞅的 q均方函数的增长速

度并用以刻划值空间的 q-PL一致凸性 .

　　 定理 2　设 X是复拟 Banach空间 , 2≤ q <∞ ,

则以下条件等价:

　　 (Ⅰ ) X同构于 q-PL一致凸空间 ;

　　 (Ⅱ )每个 X值复对称鞅 F = (Fn ) ,当 sup
n
‖∑

n

k= 1

dFk

k
‖ q < ∞ a. e. 时 ,有 n

- 1
S
(q )
n ( F) → 0　 a. e. (n→

∞ ) ;

　　 (Ⅲ )每个 X值复对称鞅 F= ( Fn ) ,当 sup
n

E‖∑
n

k= 1

dFk

k
‖ q < ∞时 ,有 n

- 1
S
(q)
n (F )→ 0　 a. e. (n→∞ ) .

　　 上述极限 a. e. 收敛换为依概率收敛结论仍成

立 .

　　 证明 　 (Ⅰ ) (Ⅱ )考虑 X 值复对称鞅 F
~ =

( F~ n ) , F~ n = ∑
n

k= 1

d Fk

k
,n≥ 1,其中 F= (Fn )为 X值复

对称鞅 . 对于λ> 0,定义停时

　　fλ= inf {n ,‖ F
~

n‖ + ‖ dF
~

n+ 1‖ > λ} , infH=

∞ ,
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注意 F
(f
λ
)
= ( Ff∧ n )仍为复对称鞅 ,由 X的 q-PL一致

可凸性 ,存在 Cq > 0,使得

　　E∑
f
λ

n= 1

‖ dF
~

n‖ q = ES
(q)
f
λ
( F~ ) q≤ C

q
q sup

n
E‖ F

~
f
λ
∧ n‖ q

= C
q
qE‖ F

~
f
λ
‖

q
≤ C

q
qλ

q
< ∞ ,

换而言之

　　E∑
∞

n= 1

‖ dFni{f
λ
≥ n}‖ q

n
q < ∞ ,从而

∑
∞

n= 1

‖ dFni{f
λ
≥ n}‖

q

n
q < ∞ a. e. ,

特别地 ,在集合 {fλ= ∞ } = {‖∑
∞

n= 1
n
- 1
dFn‖ ≤λ}上 ,

∑
∞

n= 1
n
- q
‖ dFn‖

q
< ∞ a. e. , 由 Kronecher 引理 ,

n
- 1

S
(q) ( F)→ 0 (n→∞ ) ,由λ的任意性与

sup
n
(‖ F

~
n‖ + ‖ dF

~
n+ 1‖ )≤ 3 sup

n
‖∑

n

k= 1

k
- 1
dFk‖ <

∞ a. e. ,

　　最后得 n
- 1
S
( q) (F )→ 0 a. e. (n→∞ ) ;

　　 (Ⅱ ) (Ⅲ )是显然的 ;

　　 (Ⅲ ) (Ⅰ )　 设每个满足 (Ⅲ )的复对称鞅都有

n
- 1

S
(q)
( F)→ 0依概率收敛 . 根据定理 1及引理 2,只

需证明对于任何 X值复对称鞅 F= (Fn ) ,当 ‖ F‖ ∞

< ∞时 ,有 S
( q) (F ) <∞ a. e. ,为此考虑两种 X值复

对称鞅空间:

　
_ 0 = {F = (Fn ) , sup

n
‖∑

n

k= 1

k
- 1
d Fk‖ ∞ <∞ } ,

_ 1 = {F = (Fn ) ,n- 1
S
(q) (F )→ 0依概率成立 } ,

( 15)

例行的验证表明 _ 0是以 sup
n
‖∑

n

k= 1
k
- 1
d Fk‖ ∞ 为拟范

数的拟 Banach空间 ,_ 1是以

d (F , G) = sup
n∫K |S

(q)
n (F ) - S

(q)
n (G)|

n+ |S(q )n ( F) - S
( q)
n (G)|

dP ( 16)

为度量的拟 Frecher空间 ,条件 (Ⅲ )蕴含 _ 0 _ 1 ,此

外容易验证恒等算子 Ⅰ : _ 0→ _ 1有闭图像 ,从而 Ⅰ

是连续线性算子 . (在这类空间上的闭图像定理已得

到证明 ) . 于是 ,对于任何X> 0,存在W> 0,使得当

sup
n
‖∑

n

k= 1

k
- 1
dFk‖ ∞ < W时 ,

　　 sup
n∫K S

( q)
n (F )

n+ S
(q)
n ( F)

dP = d ( F, 0) <
Xq

1+ X
,

或者由明显的不等式得出

　　 sup
n

(
S
(q )
n ( F)
n

> X)≤
1+ X
X sup

n∫K
S
( q)
n (F )

n+ S
(q)
n (F )

dP

< X.

　　现在设 X值复对称鞅 F = (Fn )满足 sup
n
‖ Fn‖ q

< ∞ ,不妨设 sup
n
‖ Fn‖ q < W,令 F

~ = (F~ n ) , F~ n =

∑
n

k= 1
k
- 1
d Fk , n≥ 1,则 sup

n
‖∑

n

k= 1
k
- 1
dF
~

k‖ q= sup
n
‖ Fn‖ q

< W,由上面所述可得

　　 sup
n

P(n- q∑
n

k= 1
k
q‖ d Fk‖ q > Xq )=

sup
n
P (n- 1

S
( q)
n (F~ ) > X) <X, ( 17)

代替鞅差 (dF1 , dF2 ,… ) , 考虑由 ( 0, 0,… , 0, dF1 ,

dF2 ,… )确定的鞅 ,则 ( 17)式成为

　　 P ( (n+ k)
- q∑

n

j= 1
( j + k )

q
‖ d Fj‖

q
> X

q
) < X,

k是任意的 ,令 k→∞ ,则由此式得到

　　 P (∑
n

j= 1

‖ dF j‖ q > Xq )≤ X,

先由 n的任意性 ,再由X的任意性 ,最后得到 S
(q) (F )

< ∞ a. e. .由定理 1(Ⅱ )知 X同构于 q-PL一致凸空

间 . 定理得证 .
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