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摘要　提出了一类新的样条坐标矩阵。同时在符拉索夫理论的基础上 , 结合传统的里兹法 , 利用样条函数提出

了开口薄壁杆件约束扭转计算的样条里兹法。
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Abstract　 Based on the theo ry of V la sov , this paper proposed the method of spline Ritz to

analy se the rest rained to rsion of thin-walled bar wi th open section, combining the t raditional

Ritz method and spline function method.
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　　对扭转理论的详尽研究始于 18世纪末 , 物理学

家 C. A. Coulomb为了测定电线的扭转阻抗而发明

了灵敏的扭称。 Nav ier在对横截面为任意形状的直

杆扭转理论开展研究时 ,仍沿用了曾在圆形断面杆自

由扭转理论及杆件弯曲理论中取得成功的“平截面假

定” , 即通常所指的 “纳维叶假定” , 但遭到失败。

Duleau对横截面为长方形的直杆进行的扭转实验 ,

也证明了 Navier假定在此种情况下是不成立的。为

了解决这类问题 ,巴黎学士院力学部会员 A. Cauchy

将“横截面翘曲”这一概念引入系统的理论研究之中 ,

并成功地找到了细长长方形截面杆扭转问题的弹性

解。 A. Cauchy明确指出 , 受扭杆在一般情况下 , 其

横截面不能保持为平面。在此基础上 , St. V enant于

19世纪 50年代提出了完善的自由扭转理论 ,即现在

通常所说的 “圣维南扭转” 理论。而 L. Prandtle于

1903年提出的薄膜比拟法 , 使得圣维南扭转理论广

泛应用于薄壁结构中。

1905年 , S. Timoshenko在非均匀扭转的一般理

论中取得突破性进展 ,对横截面不能自由翘曲的约束

扭转问题进行了成功的研究。随后 , Maillar t研究了

弯曲与扭转耦合作用问题 ,并首次提出了在薄壁杆件

结构分析中非常重要的 “剪切中心” 概念。 从 20世

纪 30年代开始 , 前苏联杰出的科学家 V. Z. Vlasov

的一系列研究论文、论著 ,成功地发展了开口薄壁杆

件在不考虑断面畸变情况下的扭转与弯曲相结合的

综合理论。

时至今日 , 非薄壁杆结构力学已经成熟。而在工

程上得到广泛应用的薄壁杆件结构力学由于起步晚

而仍然处于发展中 ,许多工程中经常遇到的问题仍未

得到圆满解决 ,特别是适合于薄壁杆件结构的特殊的

数值计算理论仍待进一步研究、 完善。

薄壁杆件受到扭转作用时 ,如果某些断面的纵向

翘曲受到约束 , 则在杆件横截面上不仅存在有剪应

力 ,而且还有正应力。这时 ,薄壁杆件在扭矩作用下 ,

将不仅发生扭转 ,同时往往还发生弯曲。这种扭转称

为约束扭转或弯曲扭转。

1　计算假定及基本概念

开口薄壁杆件也可按照常规的长柱壳理论分析

计算。但在扭转荷载作用下 , 这种计算较复杂。为了

简化计算 , 通常采用如下假设:

( 1)刚性周边假设: 横截面周边在自身平面内不

变形 , 出平面可以翘曲。

( 2) 符拉索夫假设: 中面上的剪切变形为零。
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( 3) 虎克定理成立。

这里以 z表示杆件轴向坐标 , s表示杆件断面壁

中线的曲线坐标。以后不再说明。根据上述假定 ,横截

面上某点 M (z , s )的切向 (s方向 )位移 v (z , s )及出平

面的纵向 (z方向 )位移 u (z , s )分别为:

v (z , s ) = d(s )θ(z ) ( 1)

式中 ,θ(z ) - 断面 z绕扭心 B转动的角度θ;

　　　d(s ) - 断面 z的扭心 B到壁中线上过点 M的

切线之距离。称点 B为极点 ,d为极径。

　　u (z , s ) = -∫
s

0
θ′(z )d(s ) ds+ u0 (z )

= - θ′(z )∫
s

0
dds+ u0 (z ) ( 2)

式中 ,u0 (z )是任意积分函数 ,它表示 z截面上 s = 0

处的纵向翘曲位移。

　　∫
s

0
d(s ) ds称为点 M (z , s )的扇性坐标 ,常用 k(s )

表示。则式 ( 2)可写为:

　　u (z , s ) = - θ′(z )k(s ) + u0 (z ) ( 3)

　　 为了在应力、应变的表达式中消去积分函数

u0 (z ) ,可采用主扇性坐标 ,仍记为k(s )。

　　根据式 ( 3)及假定 ( 1)和 ( 3) ,不难推导出薄壁杆

件横截面上的纵向正应变Xk及纵向正应力 ek分别

为:

　　Xk =
 u
 z

= - θ″(z )k(s ) ( 4)

　　ek = - E1θ″(z )k(s ) ( 5)

式中 ,E1称为薄壁杆件的折算弹性模量 ,且有:

　　E1 =
E

1 - _ 2
( 6)

　　薄壁杆件发生约束扭转时 ,横截面将产生翘曲。

因此在杆件断面上存在约束扭转正应力ek。为了与ek

相平衡 ,杆件的纵向纤维间必将产生剪应力 fk。根据

剪应力互等定理 ,在与 z轴相垂直的杆的横截面上 ,

必然作用有与fk大小相等的剪应力。这样 ,杆件在约

束扭转时 ,断面上除了自由扭转剪应力fH外 ,还有因

弯曲而产生的剪应力 ,称为二次剪应力或扭转剪应力

fk。因此 ,杆件横截面上作用的剪应力f由两部分组

成 ,其一是自由扭转剪应力fH ,另一是约束扭转剪应

力fk。

　　对于受约束扭转的薄壁杆件而言 ,作为断面上

剪应力的一个主要组成部分的自由扭转剪应力 fH是

引起剪应变的一个主要因素。事实上 ,它所引起的剪

应变远大于弯曲剪应力引起的剪应变。因而在开口薄

壁杆件约束扭转计算中 ,通常不计与弯曲剪应力 fk

相应的剪应变。

　　自由扭转剪应力fH沿壁厚反对称分布 ,并且可

以合成为圣维南扭矩 MH。

　　MH = GI tθ′ ( 7)

式中 ,θ′、 It 分别表示杆件横断面的扭率及抗扭惯性

矩。

　　双力矩 B也是薄壁杆件结构力学中的一个重要

概念 ,其定义为:

　　B (z ) =∫A
ekkdA = - E1 Ikθ″(z ) ( 8)

式中 , Ik是断面 z的主扇性惯性矩 ,且:

　　 Ik=∫A
k

2
dA ( 9)

根据式 ( 8)可求出θ″(z ) ,再代回式 ( 5) ,得:

　　ek=
Bk
Ik

( 10)

2　里兹法及样条里兹法

　　里兹法是一种典型的变分近似法。它的基本思

想是用有限自由度问题来代替原来的无限自由度问

题 ,以寻求尽量符合要求的近似解答。里兹法的标准

过程是这样的:首先把具有无限自由度的待求位移用

一个只有有限多个 (不妨设为 n个 )未知数的位移函

数近似逼近:

　　u = ∑
n

i= 1
N iai ( 11)

　　其中 N i是已知函数 ,ai是待定参数。函数 u应是

坐标的连续函数 ,且满足边界条件 ,这样变形连续条

件自然满足 ,u即是容许位移。根据变分原理知 ,u应

该能够使以待定位移为未知函数的能量泛函 C=

C(u)取极小值。考虑式 ( 11) ,则变分原理的形式将体

现为:

　　δC=
 C
 a1
δa1 +

 C
 a2
δa2 + … +

 C
 an
δan = 0 ( 12)

　　考虑到Wa1 ,Wa2 ,… ,Wan的任意性及相互独立性 ,

得:

　　
 C
 ai = 0,　 i = 1, 2,… ,n ( 13)

　　求解方程组 ( 13) ,即能得到 a1 ,a2 ,… ,an的解答 ,

进而确定式 ( 11)的近似函数 u ,这就是里兹法。

　　 近似解的精度与式 ( 11)中 N i 的选取形式及未

知参数 ai的个数多少有关。由于我们是以有限自由度

来逼近无限自由度。所以 ,一般来说未知参数越多 (即

n越大 ) ,解的精度越高。另一方面 ,恰当选取 N i 的形

式也至关重要。对于某一问题 ,若能找到一组合适的

试函数 N i ,往往就能以较少的未知参数 (即 n较小 )

得到较高精度的解答 ,反之亦然。

　　样条函数是一种光滑度极高的分段多项式。将

它做为式 ( 11)中的试函数 N i ,可以取得令人满意的

结果。这种将样条函数作为试函数的变分近似法 ,我
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们命名为样条里兹法。它兼有解析法和数值离散法的

优点 ,能够以较少的离散自由度取得较高的计算精

度。其位移场为:

　　u = [B ] [Q ] {c} ( 14)

式中

　　 [B ] = [B- 1　B0　B1　…　Bn+ 1 ]

　　Bi ( i = - 1, 0,… ,n+ 1)表示 B3, i (z ) ,是三次等

距 B样条函数 ,且有:

B3, i (z ) =

1
6h

3

　 0　 ,　　　　　　　　　　　 z [z i- 2 , z i+ 2 ]

(z - zi - 2 )
3
,　　 　 z∈ [zi - 2 , z i- 1 ]

(z - zi - 2 ) 3 - 4(z - zi - 1 ) 3 ,　 z∈ [z i- 1 , zi )

(zi+ 2 - z ) 3 - 6(z i+ 1 - z ) 3 ,　 z∈ [z i , zi+ 1 )

(zi+ 2 - z )
3
,　　　　　　　　 z∈ [zi+ 1 , z i+ 2 ]

( 15)

它对应区间 [0, l ]上的均匀分割

　　△: 0 = z 0 < z 1 <… < zn = l

　　z i = z 0+ ih j　h =
l
n

( 16)

　　 {c} = [c- 1　 c0　 c1　…　 ca- 1　 cn　 cn+ 1 ]
T

　　这里 ,ci ( i = - 1, 0, 1,… ,n+ 1)表示结点 z i上

的待定未知参数 ;

　　 [Q ]是 n+ 3阶方阵 ,称为样条坐标矩阵。当 n≥

2时 ,可取:

　　 [Q ] = diag ( [Q0 ]　 [ I ]　 [Qn ] ) ( 17)

　　这里 , [I ]是单位方阵 ; [Q0 ]、 [Qn ]都是 3阶方

阵 ,它们分别取决于 z = z 0、 z = zn端的边界支承条

件。对应于简支边 ,可取:

　　 [Q01 ] =

1 - 4 1

0 1 -
1
2

0 0 1

,

　　 [Qn 1 ] =

1 0 0

-
1
2 1 0

1 - 4 1

( 18)

对应于简单固定边 (也称为滑动固支边 ) ,可取:

　　 [Q02 ] =

1 0 1

0 1 -
1
2

0 0 1

,

　　 [Qn 2 ] =

1 0 0

-
1
2

1 0

1 0 1

( 19)

　　 例如 ,对于左端简支右端滑动支承的杆件 ,式

( 17)中的 [Q0 ]、 [Qn ]可分别取式 ( 18)中的 [Q01 ]及式

( 19)中的 [Qn 2 ]。而对应于固定支承或自由边界条件 ,

[Q0 ]、 [Qn ]可分别取 ( 18)、 ( 19)两式中的任意一种。

3　开口薄壁杆件约束扭转计算的样条里兹

法

( 1)开口薄壁杆件约束扭转应变能:

　　正如前文所述 ,在开口薄壁杆件的横截面上 ,自

由扭转剪应力fH引起的剪应变远大于二次剪应力fk

所引起的剪应变 ,因此可以忽略二次剪应力对杆件应

变能的贡献。

　　故而剪应力对杆件应变能的贡献为:

　　UH =∫V

f
2
H

2G
dV =∫l

M
2
H

2GI t
dz =∫

l

0

GItθ′2

2
dz ( 20)

式中 , G表示剪切模量 , GI t表示开口薄壁杆件横截面

上的抗扭惯性矩。

　　另外 ,约束扭转正应力产生的应变能为:

　　UB =∫V

e
2
k

2E1
dV =∫l

B
2 (z )
2E1Ik

dz =∫l

E1 Ikθ″
2

2
dz

( 21)

( 2)开口薄壁杆件约束扭转计算的样条里兹法

　　对于图 1所示开口薄壁杆件 ,在分布扭矩 m作用

下 ,发生约束扭转。已知杆件的材料特性常数及截面

惯性矩 Ik、 I l等。这里我们利用样条里兹法计算薄壁

杆发生的位移及内力。

图 1　分布扭矩 m作用下的开口薄壁杆件

　　 Fig. 1　 Thin-wa lled bar with open section unde r th e

distributed to rsionm

　　在薄壁杆的扭转角θ上 ,均布荷载 m及集中荷载

M0的势能为:

　　W P = -∫
l

0
mθdz - M0θ(z 0 ) ( 22)

式中 , z 0表示 M0的作用位置。

　　根据上式及式 ( 20)、 ( 21) ,可以得到开口薄壁杆

件约束扭转的总势能泛函:

　　C= UB + UH + W P

= 1
2∫

l

0
[E1Ikθ″2 + GI tθ′2 - 2mθ]dz - M0θ(z 0 ) ( 23)

　　可以看出 ,C是关于扭角θ(z )的泛函。下面我们

利用三次 B样条函数建立θ的位移场:

　　θ= [B ] [Q ] {c} ( 24)

式中 , [B ]、 [Q ]、 {c}同前文所述。

　　 将式 ( 24)代入式 ( 23)。同时 ,为了简化推导 ,假
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定分布荷载 m及薄壁杆件的抗弯、抗扭刚度沿 z方向

为常数。整理得:

　　C =
1
2 {c }

T
(E1Ik [Λ

22
] + GIt [Λ

11
] ) { c} -

{c}T {P } ( 25)

式中

　　 [Λ
22
] = [Q ]

T
[B

22
] [Q ];

　　 [Λ11 ] = [Q ]T [B11 ] [Q ]

　　 [B
22
] =∫l

[B″]
T
[B″]dz ;

　　 [B11 ] =∫l
[B′]T [B′]dz

　　 {P } = m [Q ]T { f } + M0 [B (z 0 ) ]T ;

　　 { f } =∫Pl
[B ]T dz

　　 [B (z 0 ) ] = [B- 1 (z 0 ) ,B 0 (z 0 ) , B1 (z 0 ) ,… ,

Bn+ 1 (z 0 ) ]

这里 ,Bi (z 0 )表示三次样条 B3, i (z )在 z 0点的值。

　　根据变分原理

　　WC=
 C
 {c}
W{c } = { 0}

可得:

　　  C
 {c}

= ( E1Ik [Λ22 ]+ GIt [Λ11 ] ) {c } - {P } = { 0}

所以 ,有

　　 [G ] {c } = {P } ( 26)

式中 ,

　　 [G ] = E1Ik [Λ
22
]+ GIt [Λ

11
]

　　 在式 ( 26)中引入边界条件并求解之 ,可得到参

数 {c }的解答。进而即可确定转角θ及杆件内力。

4　边界条件

受到约束扭转的开口薄壁杆件 ,其杆端边界条件

有以下四种情况:

( 1)固定端　　θ= 0,　θ′= 0

( 2)铰支端　　θ= 0

( 3)滑动端　　θ′= 0

( 4)自由端　　θ≠ 0,　θ′≠ 0

因而 ,在方程 ( 26)中可按如下方式引入边界位移条

件 (不失一般性地以 z = z 0端为例 ):

( 1)固定端 ,可取　 c- 1 = c0 = 0

( 2)铰支端或滑动端 ,可取　 c- 1 = 0

( 3)自由端 ,可取　 c- 1≠ 0,　 c0≠ 0

5　算例

长为 200 cm, 厚为 1 cm的槽型截面薄壁杆件 ,

截面尺寸如图 2示。且两端铰支 , 跨中作用一个不经

过剪切中心的横向集中力 P= 1 kN。材料弹性模量为

2. 1× 107 N /mm
2 , 泊松比为 0. 25利用样条里兹法求

得各截面扭转角如表 1所示。
表 1　薄壁杆件转角

Table 1　 Torsion angles of the thin-walled bar

截面位置 Place
o f cro ss section

样条里兹法
Spline Ritz m ethod

解析解
Analy tic so lution

L /4 119. 53 119. 7

L /2 327. 86 327. 9

3L /4 223. 37 224. 4

图 2　薄壁杆的槽型截面尺寸

　　 Fig . 2　 Size o f the tr ough cr oss sec tion o f thin-w alled

ba r

6　结语

本文建立的样条矩阵具有较强的适应性。从开口

薄壁杆件的样条里兹法的计算方程及算例的计算结

果看 , 本方法不仅计算格式简单 , 离散自由度较少 ,

同时具有较高的精度。
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