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一类多分子反应模型的相图
The Phase Diagram of a Multimolecule Model

杨启贵

Ya ng Qigui

(广西师范大学数学与计算机科学系　桂林市育才路 3号　 541004)

( Dept. o f Ma th. a nd Computer Sci. , Guang xi Normal U niv . , 3 Yucailu, Guilin, Guang xi, 541004)

摘要　对一类多分子反应模型 x = 1 - Tx - x p yq , y = Uy ( x p yq- 1 - 1)进行定性分析 , 在第一象限奇点无法具

体求出的条件下 , 讨论了轨线的有界性 , 分界线的位置关系以及极限环的存在性和不存在性 .

关键词　分界线　极限环　相图

Abstract　 The autho r consides a m ul timo lecules model x = W- ax - x
p
y
q , y = x

p
y
q - by w here

x≥ 0, y≥ 0;W,a,b, p and q are posi tiv e constants. Under the co ndi tio ns that the co ncrete ex-

pression o f it s sing ula ri ties are no t sloved, w e discuss the bounded property o f t rajecto ries, sep-

a rat rix config ura tion, nonexistence and existence of limit cycle.
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　　关于多分子反应模型 [1 ]

　　
x
 = W- ax - x

p
y
q

y
 = x

p
y
q

- by
( M )

其中 x≥ 0, y≥ 0, a≥ 0; b,W, p, q为正常数 .当 a≥

0, p , q为特殊值时 ,已有文献 [ 1～ 8]进行定性分析 ,这

些研究的前提是第一象限内奇点能具体求出 ,但当 a

> 0时 ,第一象限的奇点一般是无法求出 .文献 [9]对

a > 0, p ,q为正整数时进行了讨论 ,得到第一象限内

的全局相图 .本文目的就是取消文献 [9 ]的限制 ,即

研究了 a≥ 0, p为自然数或大于零常数 ,q为正常数

时的系统 ( M) ,获得了第一象限内的全局相图 .所得

结果以文献 [9 ]为特殊例 .

对 ( M )作变换 x- = W
q- 1
p b

-
q
p x , y- = bW- 1

y ,f=

W
1+

q - 1
p b

-
q
p t ,记T= ab

q
pW

- ( 1+
q- 1
p

)
,U= b

1+
q
pW

- ( 1+
q- 1
p

)
,仍

以 x , y , t记 x
-, y-,f,则 ( M )化为

　　
x
 = 1 - Tx - x

p
y
q

y
 = Uy ( xp yq- 1 - 1)

( 1)

其中T,U, p ,q为正常数 ,
T
U

=
a
b

.

1　局部分析

定理 1　对任意T≥ 0,U> 0, p > 0,则当 0 < q

≤ 1时系统 ( 1)无闭轨 .

证　由 x轴是轨线 ,因而若 ( 1)有闭轨V,则V不

与 x轴相交 .进一步 ,当 y > 0时 ,对系统 ( 1)取 B (x ,

y ) = y
- q

,则

　　 div (BP ,BQ) =
 
 x

(
1 - Tx - xp yq

y
q ) +

 
 y
〔U(x

p
y
q

- y )
yq

〕= -
T
yq

- pxp- 1 - ( 1 - q )y- q≤ 0

且在任何区域内不恒为零 ,故系统 ( 1)无闭轨 .

为研究系统 ( 1)的极限环 ,只需考虑 ( 1)在 q >

1,T,U, p为正常数情形 .

对于系统 ( 1) ,x 轴是轨线且 x 轴上的奇点为

( 1
T

, 0) .易知

定理 2　对任意T,U, p > 0,则当 q≥ 1时 ,奇点

(
1
T

, 0)是 ( 1)的不稳定的初等奇点 .

系统 ( 1)在第一象限内的奇点由函数 F ( x ) = 1

- Tx - x
-

p
q- 1的根和 y = x

-
p

q- 1所决定 .当 q > 1时 ,

F (x )在 ( 0, + ∞ )上是凸函数 ,当 x→ 0+ 或 x→+

∞时 , F (x ) → - ∞ ;当 x0 = 〔
T(q - 1)

p
〕

-
q - 1

p+ q- 1 时 ,

F (x ) 取 最大 值 . 其 最 大值 为 F ( x0 ) = 1 -

〔
T(q - 1)

p
〕

p
p+ q- 1〔 (

q - 1
p

)
-

q- 1
p + 1〕. 记 T0 =

p
q - 1

〔( q - 1
p

) -
q- 1
p + 1〕-

p+ q - 1
p .
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当T> T0时 ,系统 ( 1)在第一象限内无奇点 .

当T= T0时 , F (x 0 )是重根 .这时系统 ( 1)在第一

象限内有唯一奇点 A0 ( x0 , y0 ) = (〔
T(q - 1)

p
〕

-
q- 1

p+ q- 1 ,

〔
T(q - 1)

p
〕

p
p+ q- 1 ) .

当 0 < T< T0时 ,系统 ( 1)在第一象限内有两个

奇点 A1 (x 1 , y1 )和 A2 ( x2 , y2 ) ,其中 xi是 F ( xi ) = 0的

根 , yi = xi
-

p
q- 1 ( i = 1, 2) ,x 1 < x 0 < x 2 .

定理 3　对 p > 0,U> 0,q > 1,当T= T0时 ,则

( i )若U≠ q
q - 1

T0 ,系统 ( 1)在第一象限唯一奇

点 A0 (x 0 ,y 0 )是鞍结点 ;

( ii )若U= q
q - 1

T0 ,系统 ( 1)在第一象限唯一奇

点 A0 (x 0 ,y 0 )是退化奇点 .

证　作变换 x = a- x 0 , y = Z- y0 ,仍以 x , y记

a,Z,则把奇点 A0变换到原点

　　

x
 = 1 - T0 (x + x 0 )

　　 - (x + x0 ) p ( y+ y0 ) q f (x , y )

y
 = U〔 (x + x 0 )

p
( y+ y0 )

q

　　 - (y + y0 )〕 g (x , y )

( 2)

f (x , y ) , g (x , y )在原点的 Taylo r展式为

　　 f (x , y ) = - T0qx - qy - ∑
i≥ 2

ki ( x ,y )

　　g (x , y ) = T0U(q - 1) x + U( q - 1) y +

U∑
i≥ 2

ki (x , y )

其中 ki (x , y )为关于 x , y的 i次齐次多项式 .

　　k 2 ( x , y ) =
q(q - 1)

2 x
p
0y

q- 2
0 y

2
+ pqx

p - 1
0 y

q- 1
0 xy+

p (p - 1)
2 x

p - 2
0 y

q
0x

2

　　 ( i )由 U≠ q
q - 1

T0得 0为单重特征根 ,对系统

( 1)作变换

　　
u

v
=

q

T0q - U( q - 1)

-
U( q - 1)

q
　 - 1

　T0　　　　　　 1

x

y

得

　
u
 = g

~ (u, v )

v
 = 〔- Tq + U(q - 1)〕v -

q(U- T0 )
U

g
~ (u ,v )

其中

　 g
~

(u , v ) = -
U

T0q - U(q - 1)∑i≥ 2
ki ( x , y )| x= u+ v

y= -T
0
u-
U( q- 1)

q
v

= x
p - 2
0 y

q- 2
0 〔

q( q - 1)

2
x

2
0T

2
0 - pqx 0y 0T0

　 +
p ( p - 1)

2
y

2
0〕u

2
+ …

由 于
q(q - 1)

2 x
2
0T

2
0 - pqx 0y0 +

p ( p - 1)
2 y

2
0 =

1
2
T0

2p
p+ q- 1 ( q - 1

p
)

- 2( q- 1)
p+ q- 1 ( 1 - q) ( 1+ q - 1

p
) ,因此

g
~ (u,v )中的 u

2系数小于 0,由文献 [10]第 2章定理

7. 1知奇点为鞍结点 .

( ii)若U=
q

q - 1
T0 ,则特征值 0为重根 ,对 ( 1)作

变换

　　
u

v
=
　 1　　　 0

- T0q　 - q

x

y

得　

u = v - ∑
i≥ 2

ki (u, - T0u - 1
q
v )

v = q(T0 - U)∑
i≥ 2

ki (u, - T0u - 1
q
v )

易证 k2 (u, - T0u -
1
q
v )中 u

2的系数不为 0,根据文

献 [10 ]第二章定理 7. 3中 m = 1,k= 2m的情形知奇

点 A0为退化奇点 .

定理 4　对 p > 0,U> 0,q> 1,当 0 <T<T0时 ,

则第一象限为

( i)右侧奇点 A2 (x 2 , y2 ) (x 2 > x0 )恒为初等鞍点;

( ii)左侧奇点 A1 (x 1 ,y1 ) ( x1 < x 0 ) ;

　　 i)当U(q - 1) <T+ px
- ( 1+

p
q- 1

)
1 时 , A1为稳定的

初等焦点或结点 ;

　　 ii )当U(q - 1) > T+ px
- ( 1+

p
q- 1

)
1 时 , A1为不稳

定的初等焦点或结点 ;

　　 iii )当 p为自然数 ,U(q - 1) = T+ px 1
- ( 1+

p
q- 1

)

时 , A1为细焦点 .

　　证 　对奇点 (x i ,yi ) ,系统 ( 1)在 (xi , yi )的线性

系数矩阵为

　　 Mi =
- T- p xi

-
p+ q- 1
q- 1 　 - q　

　Upxi - ( 1+
p

q- 1
)　　U(q - 1)

　 i = 1, 2

其行列式 detMi = U(q - 1) F′( xi ) .

( i)当 i = 2时 ,得 detM2= U(q - 1) F′(x 2 ) < 0,

由此知特征根为一正一负 ,从而 A2是初等鞍点 .

( ii)当 i = 1时 , detM1 = U(q - 1)F′( xi ) > 0,

由此知 .

i)当 U(q - 1) <T+ px1
- ( 1+

p
q- 1

)
时 , A1为稳定

的焦点或结点 ;

ii )当U( q - 1) > T+ px 1
- ( 1+

p
q- 1

)
时 , A1为不稳

定的焦点或结点 ;

iii )当U(q - 1) = T+ px 1
- ( 1+

p
q- 1 )时 , A1为 ( 1)

的线性近似方程的中心 .当 p为自然数时 ,将在全局

分析中证明 A1为细焦点 .
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注　由定理 3知 ,要研究系统 ( 1)的极限环 ,只

需考察参数区间 0≤T< T0 .

2　全局分析

定理 5　对 p ,q,T,U为正常数 ,则系统 ( 1)的轨

线在第一象限内正向有界 .

证　根据系统 ( 1)知 ,过正 y半轴的轨线正向进

入第一象限 .当 x > 1
T
时 , dx

dt
= 1 - Tx - x

p
y
q < 0,

因此 x ( t )有界 .又
d(Ux + y )

dt
= U- TUx - Uy≤U

min(T,U) (Ux + y ) ,由比较定理知Ux ( t ) + y ( t )≤

U
min(T,U)

+ c0e
- min(T,U) ( t > 0) ,于是Ux ( t )+ y ( t )有

界 ,又因 x ( t )有界 ,故 ( x ( t ) , y ( t ) )有界 .

推论 1　赤道与正 x轴 (x充分大 )形成的第一象

限内的无穷远扇形是正向不稳定的抛物扇形 .

定理 6　若 p为自然数 ,T,U为正常数 ,则当 q≥

1时第一象限内有唯一轨线负向趋于 y轴方向的无穷

远点 .

证　作 Poincaré变换 x =
v
z

, y=
1
z

,则系统 ( 1)

可化为

z = - zU(vp - z
p+ q- 1 )

v = z
p+ q - Tvz p+ q- 1 - v

p - Uvp+ 1 + Uvz p+ q- 1
( 3)

分析 ( 3)的奇点 ( 0, 0) ,由 p为自然数 ,q≥ 1时可知 ,

只有 z轴 ,v轴方向为特殊方向 ,沿 v轴方向 (即赤道 )

有唯一轨线正向进入奇点 .

下证在 (z ,v )平面的第一象限内有唯一轨线负

向进入奇点 .

由 ( 3)知 ,在正 z轴上有
dz
dv
|z= 0 = U> 0,垂直等

倾线 L为 v
p = z

p+ q - 1 ,在第一象限内的 v
p < z

p+ q - 1区

域内 ,恒有 z
 > 0.

考虑曲线 l: vp- 1+ l = z
p+ q- 1 ( 0 < l < q

p+ q
) ,它

位于垂直等倾线的下方 ,在该曲线上

　　z
 |l = - zU(v

p
- z

p+ q- 1
)|l

= - zU〔z (
p+ q- 1
p+ l- 1

) p - z
p+ q- 1〕

= Uz p+ q + O(z p+ q )

　　v
 |l = 〔z

p+ q
- Tv

p+ q- 1
- v

p
- Uv

p+ 1

　 + Uvz
p+ q- 1

〕|l

= z
p+ q + O (zp+ q )

因此
dz
dv
|l =

Uzp+ q + O (zp+ q )
z
p+ q + O (zp+ q )

> 0,于是当 z充分小

时 ,系统 ( 3)的轨线向上穿过曲线 l .

下面的证明可以完全重复文献 [9]的命题 4的证

明即可得第一象限内有唯一负半轨线负向趋于 y轴

方向的无穷远点 .证毕 .

由上知 , (z ,v )第一象限内唯一负向进入奇点的

轨线是奇点双曲扇形的分界线 ,对于系统 ( 1) ,称之为

无穷远分界线 .

定理 7　若T> 0, p是自然数 ,q > 1,U充分大 ,

则第一象限的无穷远分界线的 k极限集是 x轴上的

有限奇点 (
1
T

, 0) .

证　完全类似文献 [9]的命题 5证明即得定理

7.

定理 8　若 0 <T<T0 ,U> 0, p > 0,q≥ 1时 ,

则

( i)鞍点 A2 ( x2 , y2 )的左侧分界线在 x
p
y
q- 1 < 1

区域内的部分 ,随着T的增加向上或右侧运动 ,且对

不同的T,它们不相交 ;

( ii)当 p为自然数时 ,系统 ( 1)的无穷远分界线

在 x
p
y
q- 1

< 1内的部分随着T的增加向下或左侧运

动 .

证　由系统 ( 1)易知 ,在第一象 x
p
y
q- 1 < 1的区

域内 ,向量场随着T的增加负向旋转 ,鞍点 A2 (x 2 , y2 )

的位置随着T的增大沿着水平等倾线向上运动 ,由比

较法易得定理 8成立 .

定理 9　若 p > 0,q > 1,U> 0,对参数U,则存

在U1和U2使得

( i)当U <U1时 ,对 0 < T< T0 ,鞍点 A2的左侧

稳定的分界线与 y轴相交 ;

( ii)当U> U2时 ,对 0 <T<T0 ,鞍点的左侧稳定

的分界线穿过水平等倾线且它的T极限集是 x轴方

向的无穷远点 ;

( iii )当 p为自然数 ,U∈ [U1 ,U2 ]时 ,存在唯一的

T(U)使得当T= T(U)时 ,鞍点分界线与无穷远分界

线重合 ,当T<T(U)时 ,鞍点分界线与 y轴相交 ,当T

> T(U)时 ,鞍点分界线穿过水平等倾线 ,且它的T极

限集是 x轴方向的无穷远奇点 .

证　对系统 ( 1) ,在直线 y= 1 - Tx上轨线的切

线斜率为
dy
dx|

y= 1-Tx = - U,与 y = 1 - Tx的斜率比较

可得 ,当T= U时 ,直线 y = 1 - Tx是轨线 ,当T> U

时 ,由轨线穿过直线 y = 1 - Tx的方向得鞍点 A2的

左侧稳定的分界线与 y轴的交点小于 1.根据定理 7、

定理 8得证定理 9.

推论 2　当 p为自然数 ,q > 1, 0 <T<T0 ,U>

0时 ,系统 ( 1)的分界线的相图有三种拓朴结构 .
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　　推论 3　若 p为自然数 ,q > 1, 0 <T< T0 ,U>

0时 ,则系统 ( 1)的非鞍奇点的线性部分为中心时必

为细焦点 .

　　证　 由分界线相图和文献 [11]的定理 3即可

得 .

定理 10　若 p > 0,q > 1, 0 <T<T0 ,U> 0时 ,

则

( i )当U(q - 1) > T+ px 1
- ( 1+

p
q- 1

)时 ,系统 ( 1)有

极限环 ;

( ii )当U(q - 1) = T+ px1
- ( 1+

p
q- 1

) , p为自然数 ,

且 A1为不稳定细焦点时 ,系统 ( 1)有极限环 ;

( iii)当T≥U时 ,系统 ( 1)无极限环 .

证　 ( i)由定理 4、定理 5可导出 ;

　　 ( ii )根据定理 5、推论 3即可得 ;

　　 ( iii)由轨线穿过直线 y = 1 - Tx和水平等

倾线的方向得结论 ( iii) 成立 .
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(上接第 7页 Co ntinue f rom pag e 7)

　 　‖ f (z ) - Ln (z )‖ Γ = Or〔kr ( F;
1
n

)〕 +

Od (‖ f‖ Γdn ) ,

其中 Ln (z )即为定理中欲求的函数 .

定理证毕 .

　　若又知 F
(k)

(θ)∈ lipMT( 0 <T≤ 1) ,在 ( 1)式中 ,

取 r = k+ 1.由光滑模的性质
[3 ]
知 ,

　　kk+ 1 ( F;
1
n

)≤
1
n
kk(F (k ) ;

1
n

)≤ M
1

n
k+ T

由此即得

　　‖ f - Ln‖ Γ = Od , f , k (
1

n
k+ T) .
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