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圆周上连续函数的新逼近工具
A New Approximation Tool

for Continuous Functions on Circle
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摘要　为单位圆周上的连续函数的逼近提供了新的工具 .
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Abstract　 A new approximation to ol is giv en fo r continuous functions on the unit ci rcle.
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　　讨论单位圆周 Γ上的连续函数的逼近问题 .

单位圆周Γ上的连续函数 f (z )一般来说是不能

被多项式逼近 [ 1] ,除非它能够延拓成单位圆内解析 ,

闭单位圆域上连续的函数 .甚至 ,就像 f (z ) =
1
z
2这

样简单的函数在Γ上也不能被多项式逼近 .鉴于单位

圆周上连续函数逼近的重要性 ,需要寻找新的逼近工

具 .

令 J 0 (z )是零阶 Bessel函数 [2 ] ,

　　 J 0 (z ) =
1
c∫

c

0
cos(z sinθ) dθ.

P (z )、 Q(z )和 R (z )表示多项式 .本文将证明函数族

{P (z )J 0 (
1
z
) + Q (z ) J′0 (

1
z
)+ R (z ) }是圆周Γ上连

续函数的理想逼近工具 .准确地说 ,有下面的定理 .在

叙述定理之前先作两点说明:

1)若h(θ)是以 2c为周期的连续函数 ,则表示其

光滑程度的 r阶连续模由下式:

　　kr (h;W) = max
θ, t
|t|≤W

|△ r
th(θ)|, (△r

t 是 r阶差分 )

定义的
[3 ]
.

2)本文中记号 ‖  ‖ l 表示最大模范数 ,即

　　‖h
*
‖ l = max

z∈ l
|h

*
(z )|,

这里h* (z )是 l上的连续函数 .

　　定理　若 f (z )在单位圆周Γ上连续 ,记 F (θ)

= f ( e
- iθ

) ,则存在≤ n次的多项式 P (z ) ,Q (z ) , R (z )

使得对任何 0 < d < 1,函数

　　 Ln (z ) = P (z )J 0 (
1
z
) + Q(z ) J′0 (

1
z
) + R (z )

( J′0是 J0的导函数 )适合

　　‖ f (z ) - Ln (z )‖ Γ = Or〔kr (F; 1
n
)〕 +

Od ( d
n
‖ f‖ Γ ) , ( 1)

这里项“Oλ,… ”的界仅与λ,… 有关 .

作为推论 ,若又知 F
(k) (θ)∈ lipMT　 ( 0 <T≤ 1) ,

则 ( 1)式右方为 Od , f ,k (
1

n
k+ T) .

证明　对于自然数 n,取 N = 〔n - 1
2
〕.从 f (z )

在 Γ上连续可知 , F (θ) ∈ C2c. 故由三角逼近中的

Jackson定理 [ 3]可知 ,存在 n次三角多项式:

　　 TN (θ) = ∑
N

- N

Ck eikθ ( 2)

使得 ‖ F (θ) - TN (θ)‖ 〔-c,c〕 = Or〔kr (F;
1
N

)〕 ( 3)

但对于 z = eiθ,有

　　 TN (θ) = ∑
N

- N

Ck z
k

d ef

　
HN (z ) ( 4)

易见 HN (z )在 0 < |z|< ∞中解析 .

由 ( 3)式 ,有

　　‖ f (
1
z
) - HN (z )‖ Γ = Or〔kr ( F;

1
N

)〕. ( 5)

　　记 Jk (z )是 k阶 Bessel函数 [2 ] ,

　　 Jk (z ) = 1
c∫

c

0
co s(kθ- z sinθ) dθ,k≥ 0, ( 6)

Ok (z )是 k阶 Neumann多项式
[2 ]
,
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　　OO (z ) =
1
z
,

　　Ok (z ) =
1
4 (

2
z
)
k+ 1∑

〔
k
2〕

g= 0

k (k - g- 1)!
g! (

z
2 )

2g
,k

≥ 1. ( 7)

应用已知公式 [2 ]: 当|a|= s ,|Z|= t ( t < s )时 ,均匀

地有

　　
1

a- Z
= J 0 (Z)O0 (a) + 2∑

∞

k= 1
Jk (Z)Ok (a) ( 8)

　　任取 0 < d < 1.由 Cauchy积分公式 ,当 z∈ Γ

时 ,有

　　 HN (z ) =
1

2ci∮
|Y|= 1

d
2

HN (Y)
Y- Z

dY-
1
2ci∮
|Y|= d

2

HN (Y)
Y- Z

dY

= I1 + I2 .

　　由 ( 8)式 ,记Xk = 1,k > 1,X0 =
1
2
,有

　　 I1 = ∑
∞

0
Ak Jk (z ) ,

其中 Ak =
Xk
ci∮
|Y|= 1

d2

HN (Y)Ok (Y) dY. ( 9)

　　 I2 = ∑
∞

0
BkOk (z ) ,

其中 Bk =
Xk
ci∮
|Y|= d2

HN (Y)Jk (Y) dY. ( 10)

从而 ,当 z∈ Γ时 ,有

HN (z ) = ∑
∞

0
〔AkJk (z ) + BkOk (z )〕. ( 11)

由已知结果 [2 ]:

　　‖ Jk‖ |Y|= r = Or ( r
k

2kk!
) ,

　　‖ Or‖ |Y|= r = Or ( 2
k
k!
r
k ) . ( 12)

和 ( 9)、 ( 10)式可知

　　‖ Ak‖ = Od ( 2kk! d2k )‖ HN‖ |Y|= 1

d
2
, ( 13)

　　‖ Bk‖ = Od (
d

2k

2kk!
)‖ HN‖ |Y|= d2 , ( 14)

从而当 z∈ Γ时

　　‖ AkJk (z ) + BkOk (z )‖ Γ

= Od (d
2k
) (‖ HN‖ |Y|= d

2 + ‖ HN‖ |Y|= 1

d 2
) . ( 15)

但由 ( 4)知 , HN (z ) = z
- N∑

2N

0

Ck - N z
k ,于是

　　‖ HN‖ |z|= 1

d 2
= d

2N‖∑
2N

0

Ck- N z
k‖ |z|= 1

d 2
,

由 Bernstein引理 [1 ]知 ,

　　‖∑
2N

0
Ck- N z

k
‖ |z|= 1

d
2 = ‖∑

2N

0
Ck - N z

k
‖ Γ

1
d

4N =

‖ HN‖ Γ
1

d
4N .

于是　‖ HN‖ |z|= 1

d
2 = ‖ HN‖ Γ

1
d

2N . ( 16)

类似地有

　　‖ HN ( 1
z
)‖ |z|= 1

d2
= ‖ HN ( 1

z
)‖ Γ

1
d

2N .

也即

　　‖ HN (z )‖ |z|= d 2 = ‖ HN (z )‖ Γ
1

d
2N . ( 17)

但由 ( 3)、 ( 4)式得到

　　‖ HN‖ Γ = ‖ TN‖ [-c,c] = O (‖ F‖ [-c,c] ) =

O (‖ f‖ Γ ) . ( 18)

结合 ( 15) ～ ( 18)式 ,有

　　‖ AkJk ( z ) + BkOk ( z )‖Γ= Od (‖ f‖ Γ )  d2k- 2N .

( 19)

令　UN (z ) = ∑
2N

0

〔Ak Jk (z ) + BkOk (z )〕. ( 20)

故由 ( 11)式 , ( 19)式 ,得到

　　‖ HN (z ) - UN (z )‖ Γ≤∑
∞

2N+ 1
‖ Ak Jk + BkOk‖ Γ

= Od (‖ f‖ Γ ) d2N . ( 21)

利用循环公式 [2 ]:

　　 Jk (z ) =
2(k - 1)

z
Jk- 1 (z ) - Jk- 2 (z )　 (k≥ 2)

和 J 1 (z ) = - J′0 (z )
[2 ]
易知 ,

　　 Jk (z ) = P
~

k- 1 (
1
z
)J 0 (z ) + Q

~
k - 2 (

1
z
) J′0 (z )

这里 P
~

k - 1 , Q~ k - 2分别为 k - 1,k - 2次多项式 .再注意

Neumann多项式 Ok (z )来说 ,Ok (
1
z
)是 k+ 1次多项

式 ,因此和式 UN (z )可表示为:

　　UN (z ) = P (
1
z

)J 0 (z )+ Q(
1
z
)J 0′(z )+ R (

1
z
) .

其中 P、Q、R分别为 2N - 1, 2N - 2和 2N + 1次多

项式 .由 ( 3)式和 ( 21)式且注意 f (
1
z

) = F (θ) ,有

　　‖ f (
1
z
) - UN (z )‖ Γ = Or〔kr (F;

1
N

)〕 +

Od (‖ f‖ Γ )d
2N
. ( 22)

取 Ln (z ) = UN (
1
z
) = P (z )J 0 (

1
z
) + Q (z )J 0′(

1
z
)+

R (z ) .从 N =
n - 1

2
可知 , P、Q、R都是≤ n次的多

项式 .

　　 易 见 ,‖ f (z ) - Ln (z )‖ Γ = ‖ f (
1
z
) -

UN (z )‖ Γ.另外 ,由光滑模的性质
[3 ]

,可知 ,kr ( F;
1
N

)

= Or〔kr (F;
1
n
)〕.由此及 ( 22)式 ,有

(下转第 11页 Continue on page 11) 　　

7广西科学　 1998年 2月　第 5卷第 1期



　　推论 3　若 p为自然数 ,q > 1, 0 <T< T0 ,U>

0时 ,则系统 ( 1)的非鞍奇点的线性部分为中心时必

为细焦点 .

　　证　 由分界线相图和文献 [11]的定理 3即可

得 .

定理 10　若 p > 0,q > 1, 0 <T<T0 ,U> 0时 ,

则

( i )当U(q - 1) > T+ px 1
- ( 1+

p
q- 1

)时 ,系统 ( 1)有

极限环 ;

( ii )当U(q - 1) = T+ px1
- ( 1+

p
q- 1

) , p为自然数 ,

且 A1为不稳定细焦点时 ,系统 ( 1)有极限环 ;

( iii)当T≥U时 ,系统 ( 1)无极限环 .

证　 ( i)由定理 4、定理 5可导出 ;

　　 ( ii )根据定理 5、推论 3即可得 ;

　　 ( iii)由轨线穿过直线 y = 1 - Tx和水平等

倾线的方向得结论 ( iii) 成立 .
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　 　‖ f (z ) - Ln (z )‖ Γ = Or〔kr ( F;
1
n
)〕 +

Od (‖ f‖ Γdn ) ,

其中 Ln (z )即为定理中欲求的函数 .

定理证毕 .

　　若又知 F
(k)

(θ)∈ lipMT( 0 <T≤ 1) ,在 ( 1)式中 ,

取 r = k+ 1.由光滑模的性质
[3 ]
知 ,

　　kk+ 1 ( F;
1
n
)≤

1
n
kk(F (k ) ;

1
n
)≤ M

1
n
k+ T

由此即得

　　‖ f - Ln‖ Γ = Od , f , k (
1

n
k+ T) .

参考文献

1　 Gaier D. Vo r lesungen u ber appro ximation im komplexen.

Birkhauser , 1980.

2　Whittake r E T, Wa tson G. Mode rn ana ly sis. Cambridge

Univ Press, 1947.

3　 Lo rentz G. Approx ima tion o f Functions (中译本 ) . 谢庭

藩 , 施咸亮译 . 上海: 上海科技出版社 , 1966.

(责任编辑: 蒋汉明　黎贞崇 ) 　　

11广西科学　 1998年 2月　第 5卷第 1期


