
1997-06-25收稿。

广西科学 Guangxi Sciences 1998, 5 ( 1): 1～ 3

Fourier Legendre级数的绝对收敛

Absolute Convergence of Fourier Legendre Series
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摘要　讨论尚未被研究的 Fourier Leg endre级数的绝对收敛问题 .
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Abstract　 The conv ergence and approximation fo r Fo urier Legender hav e been studied

recent ly in many w o rks. This paper is dev oted to the study of the unexplored abso lute co n-

verg ence o f Fo urier Leg endre series.
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　　设 Pn (x )是 Leg endre多项式
[1 ]

, f (x )在 [- 1,

1]上 L可积 ,则级数∑
∞

0

CnPn (x ) ( 1)

　　 (Cn =
2n + 1

2 ∫
1

- 1

f (x ) Pn (x ) dx ) 称为 f (x ) 的

Fourier Leg endre级数 (简记 F. L级数 ) , Cn称为

F. L系数 .

从|Pn (x )|≤ 1　 ( - 1≤ x≤ 1) ,|Pn ( 1)|= 1,

可知当且仅当∑
∞

0

|Cn|< ∞时 ,级数 ( 1) 在 [- 1,

1]上处处绝对收敛 ,这是一个显而易见的平凡结果 .

F. L级数 (及其推广 )部分和的收敛、 匀敛以及

逼近问题 ,从 60年代到 80年代已有很多文章进行了

深入研究
[2～ 4 ]

, 但是对于重要的绝对收敛问题 , 除了

上述的平凡结果外 , 尚未被研究过 , 本文试图着手研

究它 .

1　端点± 1的临界性

这里将通过一个反例指明 , F. L级数的绝对收

敛性和通常的三角级数是十分不同的 , 三角级数:

　　
1
2
a0 + ∑

∞

1
(an cos nx + bn sin nx ) ( 2)

绝对收敛的经典结果 ,一般来说不能无条件的推广到

F. L级数中去 .

对于三角级数 ( 2) , 若它在 [-π, π ]中的一个

正测度点集上绝对收敛 , 则它在 [-π, π ]中处处绝

对收敛
[5 ]

, 但是对于 F. L级数 , 即使它在 ( - 1, 1)

中处处绝对收敛 , 也不能断言在端点± 1处绝对收

敛 .

事实上 , 设 Cn
( 0)

= n
-22

,从 2n+ 1
2

Pn (x ) 是

[- 1, 1]上的标准正交系 [1 ]和∑
∞

1

1
k
|Ck

( 0)|2 <∞ ,可

推知

　　∑
∞

1

Cn
( 0)
Pn (x ) ( 3)

是一个 F. L级数 .

由 Bernstein不等式
[ 1]

　　 ( sinθ)00|Pn ( co sθ)|≤ 2
nc

,　 ( 0≤θ≤c)

( 4)

和 Pn ( 1) = 1, Pn ( - 1) = ( - 1)
n
易知级数 ( 3)在

( - 1, 1)中绝对收敛 ,但在点± 1处不是绝对收敛 .

　　然而有点意外的是有下面的简单事实:

若级数 ( 1)在 [- 1, 1 ]外复平面上一点 z 0处绝对

收敛 ,则级数 ( 1)必在以± 1为焦点 ,其边界通过点 z 0

的闭椭圆面上 ,处处绝对收敛 .

证明　设 Gd是以± 1为焦点 ,长短半轴之和为

d的椭圆周 ,其内部记为 Gd ,又记 Gd = Gd +  Gd .
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已知当 n→∞时 ,渐近表示式
[1 ]

:

　　Pn (z ) =
1

2cn
(z 2 - 1) -

1
4 (z + z

2 - 1)n+
1
2〔1

+ o( 1)〕

在 [- 1, 1 ]外的任何一个有界闭集上均匀成立 .于是

当 z∈  Gd时 ,有

　　M2 (d )n-00
d
n≤|Pn (z )|≤ M1 (d )n-00

d
n

其中 M1 (d ) ,M2 (d )是仅与 d有关的正常数 .

设 z 0∈  Gd ,则由上式知 ,当 z ∈  Gd
0时 ,

　　|Pn (z )|≤ M1 ( d0 ) /M2 ( d0 )  |Pn (z 0 )| ( 5)

而由最大模原则
[6 ]

,又知上面 ( 5)式 ,当 z属于闭椭圆

面 Gd时恒成立 ,于是从级数 ( 1)在 z 0处绝对收敛可推

知其在Gd上处处绝对收敛 .

2　在正测度点集上绝对收敛

基于端点± 1的临界性分析 , 自然要问 , 在什么

条件下 , 从级数 ( 1) 在 ( - 1, 1) 中一个正测度点

集上绝对收敛 , 可推知其在 ( - 1, 1)中处处绝对收

敛 . 下面的定理回答了这个问题 .

定理　设 f ( x )在 [- 1, 1]中连续 ,且 f ∈ lipMT,

( 0 <T≤ 1) .若其 F. L级数 ( 1)在 ( - 1, 1)中的一个

正测度点集上绝对收敛 ,则在 ( - 1, 1)中处处绝对收

敛 .

证明　分 3步进行

(Ⅰ )先从已知条件 f ∈ lipMT, ( 0 < T≤ 1)推导

出 F. L系数适合

　　|Cn|≤ 3cTMn
1
2

-T　　 (n≥ 7) ( 6)

　　事实上 , 由已知的 Jackson定理和 f ∈ lipMT可

推得 ,存在一个次数不大于 n的多项式 Tn ( x )使得

　|f (x ) - Tn (x )|≤ McT(n + 1) -T, - 1≤ x≤ 1

( 7)

　　 Leg endre多项式 Pn (x )是首项系数不为 0的 n

次多项式 , 故 Tn (x ) 可表示成 P0 ( x ) ,P1 (x ) ,… ,

Pn (x )的线性组合 ,再从 {Pn (x ) }在 [- 1, 1 ]上的正

交性
[1 ]

,可知:

　　∫
1

- 1

Tn (x ) Pn+ 1 ( x )dx = 0

从而

　　Cn+ 1 =
2n+ 3

2 ∫
1

- 1

〔 f ( x ) - Tn (x )〕Pn+ 1 ( x )dx

( 8)

再从不等式 ( 4) ,有

　　|Pn+ 1 (x )|≤ 2〔 (n+ 1)c 1 - x
2
〕

-00

　 ( - 1≤ x≤ 1) ( 9)

结合 ( 7) ～ ( 9)式 ,并注意到

　　∫
1

- 1

( 1 - x
2
)

-00
dx = 2∫

c
2

0
sin

1
2θdθ≤c

有

　　|Cn+ 1|≤ 2ccTM n+ 2
(n + 1)

T+ 00 ≤ 3cTM (n +

1)00 -T　 (n≥ 6)

由此即得 ( 6)式 .

作为 F. L系数的准确估计 , ( 6)式有独立意义 .

(Ⅱ )由已知条件 , F. L级数 ( 1)在 (- 1, 1)中一

个正测度点集 E上绝对收敛 .设在映照 x = cosθ下 ,

( 0,c)中点集 F的象是 E,易见 F的测度|F|> 0.取

X> 0充分小 ,使交集

　　 F′= F∩ [- c+ X,c- X] ( 10)

仍有|F′|> 0,因为 F′ F ,故有

　　∑
∞

0

|Cn Pn ( cosθ)|<∞　 (θ∈ F′) ( 11)

　　对于上述X> 0,由 Pn (x )在 (- 1, 1)中的渐近

公式 [1 ]知 ,当 - c+ X≤θ≤c- X时 ,均匀地有

　　 Pn ( cosθ) =
2
c

1

nsinθ
cos〔(n+

1
2

)θ-
c
4
〕

+ OX(n
-20

) ( 12)

　　由 ( 6)式和T> 0,有

　　∑
∞

1

|Cn|n-20 < ∞ ( 13)

结合 ( 11)式 ～ ( 13)式可得 ,级数

　　∑
∞

1

Cn

n
cos〔 (n + 1

2
)θ- c

4
〕 ( 14)

在 ( - c,c)中的正测度点集 F′上绝对收敛 .

(Ⅲ )从级数 ( 14)在 F′上绝对收敛 ,可推得

　　∑
∞

1

|Cn|

n
cos

2
〔 (n+

1
2

)θ-
c
4
〕 < ∞ ,　θ∈ F′

再由叶果洛夫定理 [6 ]知 ,存在正测度点集 F″,F″ 

F′,且在 F″上 ,有

　　∑
∞

1

|Cn|

n
cos

2
〔 (n+

1
2 )θ-

c
4〕 = g (θ)　 (均匀

成立 ) ( 15)

易见“和函数” g (θ)在点集 F″上连续 .

在 ( 15)式两边沿 F″积分 , 并注意到三角级数中
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的 Riem ann-Lebesg ue引理
[5 ]

, 有

　　∫
F″

g (θ) dθ=
1
2∑
∞

1

|Cn|

n
〔|F″|+∫

F″

sin( 2n +

1)θdθ〕 = 1
2∑
∞

1

|Cn|

n
〔|F″|+ o ( 1)〕

由此从 |F″|> 0,可得∑
∞

1

|Cn|

n
< ∞ ,进而知级数

( 14)处处绝对收敛 ,再由 ( 12)式得到级数

　　∑
∞

0

Cn Pn ( cosθ)

在 [- c+ X,c- X]中绝对收敛 ,又由于X> 0可任意

小 ,最后得知 ,级数∑
∞

0
Cn Pn (x )在 ( - 1, 1)中处处绝

对收敛 . 定理证毕 .
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1997年度最有代表性的研究工作及中国

科学家的贡献: 人类基因组计划

　　人类基因组计划 ( Huma n Geno me Pro ject ) 是美国科学家 Renato Dulbecco于 1986年在 《科学》 杂志上

发表的短文中率先提出。旨在阐明人类基因的全部序列 , 从整体上破译人类遗传信息 , 使人类第一次在分子

水平上认识自我。

目前 , 社会各界投资已达 100多亿美元 ,目标是在 2005年阐明人类基因组: 3× 109碱基对的 DN A序列。

根据报道 , 全部完成此计划有望提前至 2002年左右。计划的进行除了最初计划的作图 (包括遗传图谱、 物理

图谱 ) 和测序之外 , 已扩展到了基因的定位与识别 , 尤其是与人类重大疾病相关基因的定位和识别、 基因组

多样性研究等重要内容。我国于 1993年开始实施 “中国人类基因组计划” ,并在中华多民族基因组的保存、基

因组研究新技术的引进和若干位点疾病基因的研究等方面取得了诸多进展。 由陈竺院士领导的上海血液学研

究所 , 在白血病相关基因的研究方面有所突破 , 即克隆了急性早幼粒细胞白血病的致癌基因之后 , 又对具有

我国特色的应用维甲酸和三氧化二砷治疗白血病新方法的分子机制进行深入的研究 , 目前已分离到一大批受

维甲酸和三氧化二砷调控的新基因 , 并进行了结构和功能的研究 , 1996年 8月 2日 《科学》 关于 “急性早幼

粒细胞白血病诱导凋亡治疗” 发表了题为 “古药新用” 的新闻 , 特别指出 “用全反式维甲酸而使人人震惊的

研究小组又有了出人意料的新发现” , 认为这是 “研究者应用现代生物学技术 , 科学地阐释传统中医学在肿瘤

治疗学上的理论 , 并将它纳入到现代医学的主流之中”。近两年来他们在国际著名学术刊物 《美国科学院学

报》 和 《血液》 等发表了 10余篇系列论文。此外 , 在正常造血干细胞表达基因的研究中 , 已完成了 l万余条

cDN A片段的测序。这些工作在国际上引起了较大反响。中国科学家的工作将成为国际人类基因组研究的重要

组成部分。

(摘自中国科学院 《科学发展报告》 , 1997)
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